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PARTEA I STRUCTURI STATIC DETERMINATE 


PARTEA I. 
STRUCTURI STATIC DETERMINATE 


Structurile static determinate sunt structurile care pot fi rezolvate cu 
ajutorul ecuaţiilor de echilibru static (dacă forţele se raportează la poziția inițială, 
nedeformată). 

Structurile rezolvate în culegerea de față au comportare liniar elastică 
ceea ce corespunde modelului geometric liniar, respectiv fizic liniar. Pornind de la 
ideea că schema de calcul reprezintă rezultatul modelării structurii reale, prin 
modelul geometric liniar, respectiv fizic liniar, se înţelege acceptarea următoarelor 
ipoteze: 


» Ipoteza micilor deplasări. 
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MODELUL 
GEOMETRIC LINIAR L—» » Expose шш faţă de poziţia iniţială, 


> Reducerea barelor structurii la axele lor 
geometrice. 


» Material perfect elastic, omogen continuu si 
izotrop. I 


» Solicitare până la limita de proportionalitate. 


) 


> Legătură liniară între tensiuni şi deformatii 
specifice (Legea lui Hooke). 


MODELUL FIZIC = 
LINIAR 


La structurile cu comportare liniar elastică se pot aplica cele două principii 
care rezultă ca o consecință a acceptării modelelor mai sus menționate : 

- principiul superpozitiei liniare şi 

- principiul proportionalitátii dintre acţiune şi răspuns. 


Menţionăm de asemenea că rezolvările se limitează la structuri plane 
formate din bare drepte acționate în planul lor. Conventiile de semne pentru 
eforturile sectionale ca şi convențiile de reprezentare ale diagramelor de eforturi 
rămân neschimbate fată de Rezistenţa Materialelor. Astfel eforturile sectionale 
pozitive sunt considerate acele eforturi care deformează în sensul lor elementul de 
bară de lungime dx (Fig. a). 


PARTEA I 


STRUCTURI STATIC DETERMINATE 


Fig. a. 


Conventia de semne pentru eforturile sectionale: 


- Forța axialá pozitivă întinde elementul de bară. 


Forta táietoare pozitivá formeaza un cuplu orar (unghiul y de deformare 
este orar). 


- Momentul incovoietor pozitiv întinde fibra de jos a elementului de bară. 


Diagramele eforturilor sectionale se reprezintă faţă de о axa de referinţă, 
de obicei axa barei. Astfel avem: 


(9 ə 
axa barei axa barei 
kuw- s ке — 1 


© О ња 


Pentru trasarea rapidă şi corectă а diagramelor de eforturi se alege ре 


fiecare bară a structurii un sens de parcurgere, reprezentat dedesubt şi care va 
stabili noţiunile: 


- 505, |08. 
- stânga ÍST | $ | В dreapta. sens de parcurgere 
ST sus DR 
e | [> -> ‚|| 
A A jos | =: 
| "ER к 
- ЕЕ z | š 
| | 
| V 
= ; 
Z z Fig. c. 
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CAPITOLUL 1 
GRINDA SIMPLU REZEMATĂ 


APLICAȚIA 1 


Pentru grinda simplu rezemată de mai jos (Fig. 1.1) se cere calculul 
reactiunilor şi trasarea diagramelor de eforturi N, T, M. 


a. Calculul reactiunilor 
Se elimină legăturile si 
se propun reactiunile ca sens în 


1 Шы articulaţia 1 si reazemul simplu 4. 
30 KN 
Pa —s t! > Х,-0->Н, 
4т 2m 2m | H, —3020— 
H -ЗОКМ 
15 KN/ml WEN ER 
Hi-30 KN UEM © M), =0>V; 
O Ee Sn У,х8-15х4х6-90х2-0 
V1267.5 КМ У4=82.5 КМ 
N V, =67,5KN; 
30 | e 30 © M) =0>V;; 
js -V, x8+15x4x2+90x6=0 
67,5 | " V, =82,5KN; 
(т) Verificarea rezultatelor 


Уу -67.5--82,5-15х4-90-0 
b. Calculul şi trasarea 
M diagramelor de eforturi 


Pentru stabilirea noțiunilor 
T lis de ST, DR, SUS si JOS pe grindă 
s-a ales sensul de parcurgere de la 

secțiunea 1 spre secțiunea 4. 


Fig. 1.1 


* Diagrama forțelor axiale N 
Pe bara 1-4 efortul axial este constant. Acesta reprezintă suma proiectiilor 
tuturor forţelor de la ST sau DR secțiunii după direcția axei barei. 
№, = №, =—H, = -30KN 
Valoarea negativă se reprezintă pe bară JOS. 
* Diagrama forțelor tăietoare T 
Pe porțiunea de bară 1-2 forţa tăietoare este liniară. Forţa tăietoare dintr-o 
secțiune i reprezintă suma proiectiilor tuturor forțelor de la ST sau DR secțiunii după 
direcția perpendiculară pe axa barei. Rezultă valorile: 
Ti2 = -V= 67,5 KN, Т = Ti2 -15х4 = 67,5 — 60 = 7,5 KN. 


PARTEA I 


STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


Pe porţiunea de bară 1-2, respectiv 3-4 forţa tăietoare este constantă, 
având un salt pe direcția şi de mărimea forţei concentrate din secțiunea 3: 
T, =T, = +7,5КМ; 


T, , =T, = +7,5—90 = —82,5KN; 
Valorile pozitive ale forței tăietoare se reprezintă SUS. 
" Diagrama momentelor încovoietoare M. 

Pe porțiunea de bară 1-2 diagrama momentului încovoietor este 
parabolică. Momentul încovoietor dintr-o secţiune i reprezintă suma momentelor 
tuturor forțelor de la ST sau DR secţiunii în raport cu centrul de greutate al 
acesteia. Rezultă valorile: 

M, =0; M,,-615x4-15x4x2 = 150KNm. 


Pe portiunea de bará 2-4, diagrama momentului incovoietor este liniará 
cu várf in sensul fortei concentrate din sectiunea 3: 


M,,--(-V,x2) = +82,5 х2 = 165KNm; (au fost reduse forțele de 
la DR secțiunii). 


Valorile pozitive ale momentului încovoietor se reprezintă JOS. 
APLICAȚIA 2 


Pentru grinda simplu rezemată cu consolă de mai jos (Fig. 1.2.) se cere 
calculul reactiunilor şi trasarea diagramelor de eforturi N, T, M. 


p=30 KN/ml 


a. Calculul reactiunilor. 
> X, =0>H,=0; 


© M) SD Ys 
p=30 KN/ml 
Hi=0 


V, x6—30x8x2=0 
V =80KN; 
E Е o (УМ), 202 V,; 
uM aus -V, х6+30х8х4= 0; 
@ V, 2160KN; 


Verificarea rezultatelor 
> Y, -80-160-30х8-0; 
(T) b. Calculul si trasarea 


diagramelor de eforturi. 


Diagrama fortelor 
(M) axiale N 


Nu avem forte orizontale pe 


grindá, deci forta axialá este 
nulă. 


Мтах-106,67 KNm 


Fig. 1.2. 
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* Diagrama forţelor tăietoare T. 
Pe porțiunea de bară 1-2 forţa tăietoare este liniară: 
T,,-4V,-480KN; Т, -Т.,-30х6-80-180--100КМ; 
Se observă că diagrama аге un punct de anulare la distanţa хо faţa de secțiunea 1. 
În această secţiune vom avea o valoare maximă a momentului încovoietor: 
T, =0= 1 -30x, 280-30x, = x, = 2,67m. 
Pe portiunea 2-3 forta táietoare este liniará (incárcarea exterioará fiind uniform 


distribuită). 


T, =Т, =V, --100--160- 460KN ; 


Т,,-0; sau 


T, , = +30х2 = +60KN; (forţele au fost reduse în raport cu secțiunea 


de la DR acesteia). 


= Diagrama momentelor incovoietoare M. 


Pe porțiunile de bară 1-2 respectiv 2-3, forta tăietoare fiind liniară, 
momentul încovoietor rezultă parabolic, cu un vârf în sensul reacţiunii V»: 
M, =0; M, =80x6-30x6x3 = -60KNm; 


2,67 


M... SV Xx, — pXx, x = 80x 2,67 - 30x 2.67x =>- = 106,67 KNnr 


M, =—(30х2х1) = -60KNm,; 


Observatie: 


M. = 0KNm; 


Sensul de parcurgere, ales arbitrar pe bară, nu are nici un rol în 
calculul reactiunilor. Acest sens stabileşte noţiunile de ST, DR, SUS 
şi JOS pe bară, utile în calculul şi trasarea diagramelor de eforturi. 


APLICAȚIA 3 а KN/mil 
Pentru grinda simplu rezemată de < 
mai jos (Fig 1.3.) se cere calculul 
reactiunilor şi trasarea diagramelor N, T, ü 
M. | 2m 4m | 


Se observă că grinda este 
înclinată fată de orizontală cu unghiul a. 
Pentru simplificarea  explicaţiilor vom 
rezolva în paralel grinda dreaptă asociată 
grinzii înclinate şi vom comenta rezultatele 
obținute. Prin grinda dreaptă asociată 


GRINDA DREAPTA ASOCIATA GRINZII 


INCLINATE 


p=20 KN/ml 


E ERES A TES | 2m 4m 
grnzi înclinate se înțelege proiecția | 
acesteia pe orizontală, încărcarea exterioară 
rămânând aceeaşi. 
Fig 1.3. 
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Rezolvarea grinzii drepte asociate grinzii înclinate (Fig. 1.4.). 
a. Calculul reactiunilor Ro. 
0 dii .` 
p=20 KN/ml 2,X,-0 E =; 
(5M), 20, > V5 
Гат ZN V? x6-20x4x220; V 22667KN; 
| 2m 4m (УМ), = 0; = V 
ү, x64-20x4x4-0; V, 25333KN; 
Hi?20 КМ 


— Y Verificarea rezultatelor 
| KN Уз°=53.33 KN | УУ, = 26,67 + 53,33- 20x4 = 0; 


ZS H ZN b. Calculul si trasarea diagramelor 


de eforturi. 


" Diagrama NO, 


Nu avem pe bară forte 
orizontale deci efortul axial va fi nul. 


53,33 


" Diagrama Т. 
Pe portiunea de bará 1-2 forta 
táietoare este constantă: 
Т, =T, ° 242667KN; 
Pe porțiunea de bară 2-3 forţa 
táietoare este liniară: 
T, = 26,67KN; 


Fig. 1.4. T, , =T, , —20х4=—У,° 2—5333K 


Mmax=71.12 


Se observă punctul de anulare al forței tăietoare la distanța xo, ceea ce 
indică un maxim în diagrama M: 


T, -0- V? — pX x, =26,67-20xx, =>  x,-133m; 


" Diagrama M’. 
Pe portiunea de bară 1-2 momentul încovoietor este liniar: 
М?,-0; M}, =26,67x2 = 53,34KNm; 
Pe portiunea de bară 2-3 momentul încovoietor este parabolic cu un 
maxim în dreptul secțiunii de anulare a forței tăietoare: 


MO, = 26,67х3,33— 20x1,33x 5 -7112КМт; М2,-0; 
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a. Calculul reactiunilor R. 

$ Х,=0; > H,=0; 

(M), =0 > V; 

V x6—20x4x2=0; V, =V, -26,67КМ; 
(УМ), = 0; > Vy; 
-ү,х6+20х4х4=0; V, =V, 25333KN; 
Verificarea rezultatelor 

УУ, = 26,67 + 53,33 - 20x4 = 0; 


Partea I 
Rezolvarea grinzii înclinate (Fig. 1.5.). 
p=20 KN/ml 
| 
O 
| 2m 4m 
| 

p=20 KN/ml 
H:=0 KN — @ 555 “Vs=Vse=53.33 | 


ШЕ” км 
53.33sino 


Q 


26.67sin0 


26.67соѕо 53.33с0ѕ0. 


(м 


v, Fig. 1.5.a. Fig. 1.5.b. 


Tio 


" Diagrama T 


Observatie: 

Reactiunile sunt identice la cele douá 
grinzi, acestea fiind incárcate numai cu 
forte verticale (H, = Н, =0). 

R= R° 


b. Calculul si trasarea diagramelor de 
eforturi. 


" Diagrama N 
Pe portiunea de bará 1-2 forta axialá 

este constantá. Aceasta reprezintá proiectia 
după direcţia axei baret a tuturor forțelor de la 
ST sau DR secţiunii în care se face calculul. 

N,,-N,,--V,xsina- –26,67ѕп а (KN). 
Pe porțiunea 2-3 de bară forța axialá variază 
liniar (din cauza forței uniform distribuite 
exterioare): 

N, = —26,67 sin М№, = +V; sin a = +53,33sin z 


N=-TO sin a 


Observaţie: 


Pe porțiunea de bară 1-2 forţa tăietoare este constantă: 
T, =Т, , =V, cosa = +26,67 KN; 
Aceasta reprezintă suma ргоіесішог tuturor forțelor de la ST sau DR 
secțiunii după direcția perpendiculară pe аха barei. 
Pe porțiunea de bară 2-3 forţa tăietoare este liniară: 
T, = 26,67 хсоѕ0 KN]; T, =T, , – 20х4хсоѕа = -у,° = —53,33x cos &[ КМ); 
T, -26,67сова- px,cosg 20. = хо-1,33 т. 


OBS. |Т= T'cosa 
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" Diagrama M 
Pe porțiunea 1-2 de bară momentul încovoietor este liniar. Acesta 
reprezintă suma momentelor tuturor forțelor de la ST sau DR secţiunii în raport cu 
centrul de greutate al acesteia: 
M;j.220 А Мост 2Vj- 53,34 KNm =М?#».]. 
Pe porțiunea 2-3 de bară momentul încovoietor este parabolic având un 
maxim în punctul de anulare al forței tăietoare (х= 1,33 т). 


M ax = 26,67x3,33— 20х1,33х = 7112 = MP, KNm. 


0 КЕЕ Б P 
OBS. |М=М | „ca valori în secţiuni, nu ca suprafaţa. 
In_concluzie: grinda înclinată se poate fi înlocui cu grinda orizontală 
asociată ei, dacă se cere în calculul reactiunilor şi al momentului maxim. 


APLICAȚIA 4 
Se cere rezolvarea grinzii din Fig. 1.6 utilizând principiul superpozitiei 
liniare. 
Fig. 1.6. La structurile cu comportare liniar 
elastică se poate aplica principiul 
p=30 KN/ml P=60 KN superpozitiei simpliiicând rezolvarea 
în anumite situaţii . Astfel structura 


PS se poate încarca rând pe rând cu 

6 fiecare forță exterioară, rezultatele 
finale obținându-se prin însumarea 
rezultatelor parţiale. 


A Rezolvarea situaţiei A de încarcare. 
b. Calculul reactiunilor R. 


X X90. H, =0.; 
S ZS —— Se observă că: 
=== px6 30х6 
Va =V, = = 
LA 2,А 2 2 


= 90KN. 


a. Calculul şi trasarea diagramelor de eforturi. 


* Diagrama N4. Nu avem forţe orizontale pe grindă, deci N, =0. 

" Diagrama TA. Pe porțiunea de bară 1-2 forţa tăietoare este liniară: 
T, , 24V, , = +90 [KN]. 
T, , =-V,, =—90 [KN]. 
T, -0-90-30хх =  x,-3m. 


Partea I 


Situaţia A de încărcare. 


p=30 KN/ml 
6 | 2 | 
p=30 KN/ml 
HiA=0 KN 
(D (2 (3) 
V1,4290 KN V2,4290 KN 


Mmax=135 KNm 


Verificarea rezultatelor. 
Уу = —20-60+80=0 


b. Calculul şi trasarea diagramelor de 
eforturi. 


" Diagrama №. 

N, =0 deoarece avem 
numai forte verticale pe grindă. 
" Diagrama Ty. 

Forţa tăietoare este constantă 
pe porțiunile 1-2 respectiv 2-3, cu 
un salt în sensul şi de mărimea 
reacţiunii Узв. 


T;.2-T5.,2-20 KN; 
Тә-з=1з-2= +60 КМ. 
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Pe porţiunea de bară 2-3 forţa tăietoare 
este zero. 


" Diagrama МА. 
Pe porțiunea de bară 1-2 
momentul încovoietor este parabolic: 


M,,-0 
2 
И. egt аў уззоа овла 
gs 2 
M,,-0. 


Pe porțiunea de bară 2-3 
momentul incovoietor este zero. 


Rezolvarea situatiei B de incárcare. 


a. Calculul reactiunilor R. 
> x, =0. Hs = 0.; 
(УМ), =0; 2 Vis 
-W,X6460x220 И, =20 KN. 


м) (УМ), =0; > Vas 


-V,,X6460x8-0 №в= 80 KN. 


Situatia B de incárcare. 


“к ж. 8 


2 
l KN 
Нів-0 KN 
@ 


Ф 
Үшв-20 KN Үзв-80 KN 


е IEEE" p 


60 KN 


120 KNm 


aeuum. 69 


20 KN 
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" Diagrama Mg. 
p-30 KN/ml | KN Momentul încovoietor este liniar 
pe porțiunile 1-2 respectiv 2-3, având un 


^ 6 Pas 2 vârf în sensul reacţiunii V» в. 


M;.220; Мз.1=-20х6=-120 KNm; 


p=30 KN/ml = км M;.=0. 
Hi=0 KN š š š Я 
—— ETC Reactiunile si  diagramele de 
Іме ASVLB-70 КМ m AiVa»-I7ek eforturi pot fi obținute pe grinda inițială 
însumând valorile din situațiile A si B de 


AZ N) încărcare.(Fig. 1.6.c) 


a. Calculul reactiunilor 
Н,=0; 
70 KN 60 KN Vi=Vra+ Vr,„B=90-20=70 KN; 
(T V2=V2 4+ V2 в=90+80=170 КМ. 
HT b. Calculul şi trasarea diagramelor de 
eforturi 
" Diagrama N N=0. 
" Diagrama Т 
Ti 2=Tia+T1,B=90-20=70 KN; 
T». =T>a+T>g=-90-20=-1 10 KN; 
Тхо=70-30х0 => хо=2,33 m; 
T> s= T> a+ T2, g-04-60260 KN; 
Ts = Тз a+ Ts g =0+60=60 KN. 


Mmax=81,66 KNm 


Fig. 1.6.c 


" Diagrama M 
M;.220; 
Xo 2,33 
М a. = V, Xx; — DX Xo з = 70х2,33—30х ет = 81,67 KNm. 
Se observă că valoarea şi poziţia momentului maxim este diferită de situaţia 


A de încărcare. 
Мол-М>л--М>в-0--120-120 КМ; 
M3.2=0. 


APLICAȚIA 5 


Se cere rezolvarea grinzii simplu rezemate din Fig. 1.7.a, utilizând principiul 
proportionalitatii dintre acțiune şi răspuns. 
Acest principiu se poate aplica la structurile cu comportare liniar 
elastică. Astfel, în locul forţei P pe structură poate acţiona o fortă egală cu unitatea, 
rezultatele obținute fiind inmultite ulterior cu orice valoare atribuită acesteia. 


10 


STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


PARTEA I 
Fig. 1.7.a 
|n KN 
Fig. 1.7.b mm 
| KN Ін KN 
A. | 4m s=; Pa: 2m | 4m mu 
| KN |н KN 
һ=0 KN (1) (2 © Hi-0 KN(1) (2 Ө, 
I» —TII.ALIIIƏISIIIIIII I.IID.IISI9I.. ... I» —V.............. 
l KN em KN а KN = KN 
2/3 KN 40 KN 
6% T=60xt 
1/3 KN 20 KN 
AZ арш” wem 
4/3 KNm 80 KNm 


Calculul reactiunilor şi al eforturilor sectionale s-a făcut aplicând 
metodologia folosită la structurile anterioare. 

Reactiunile şi valorile eforturilor sectionale au fost obţinute aplicând 
principiul proportionalitátii, după cum urmează: 


R=Pxr; TzPxt; MzPxm. (Fig. 1.7.6) 
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APLICAȚIA 6 


Pentru consolele din Fig. 1.8 a si b se cere calculul reactiunilor şi trasarea 
diagramelor de eforturi. 


P-20 KN 
Fig. 1.8 


p=10 KN/ml 


1,5 m 


a) b) 


Rezolvarea consolei din Fig. 1.8. a: 


Мі-11,25 KNm 


HI=0KN = Q 


1125 KNm 


Fig. 1.9 


a. Calculul reactiunilor (Fig. 1.9) 


Ух = 0= Н, =0 KN. 
Xy2Vi-10x1,520— Уі- 15 КМ. 


PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


(ÈM)=0 = -М,+10х 1,5 х0,75=0 = Мі- 11,25 KNm. 
Verificare: УМ› = - 11,25 +15 х 1,5 – 10 x 1,5x0,75=0. 


b. Trasarea diagramelor de eforturi (Fig. 1.9): 


Forţa axială este nulă pe bară deoarece 
reacţiunea orizontală H, este zero. 


Forţa tăietoare variază liniar: 
Tio = Vi = 15 KN; Тә = 0. 


Momentul încovoietor este parabolic: 
Mio — Мі Е -11,25 KNm 
M». = 0. 


Rezolvarea consolei din figura 1.8.b: 


Ф O) | 


P=20 KN P=20 KN 
» » 20KN 


60KNm 


H1=20KN 
Du Hem 


M1=60KNm 
VI=0RN N T М) 


Fig. 


a. Calculul reactiunilor (Fig. 1.10) 
Ух= 0 Р-Н, =0 KN = Hı = Р= 20 KN 
> y: =0 = Vi= 0 KN. 
(УМ),=0 = -Mı+20x3=0 = Mı= 60 KNm. 


b. Calculul şi trasarea diagramelor de eforturi 


Forţa axială pe consolă este nulă, 
deorece reacţiunea verticală V, este zero. 
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Forţa tăietoare este constantă pe bară: 
Т1.2 = Тә.у= + 20 КМ. 


Momentul încovoietor este liniar 
pe bară după cum urmează: 
M12 = - M; = -60 KNm; 

Мэ. = (). 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


CAPITOLUL 2 
GRINZI CU CONSOLE SI ARTICULAȚII (GERBER) 


Grinzile cu console si articulatii (GERBER) sunt sisteme static 
determinate formate din bare drepte asamblate între ele prin articulații. Grinzile care 
intră în alcătuirea unei grinzi cu console şi articulaţii au roluri diferite după cum 
urmează: 

- părțile principale P.P. sunt părțile de structură care sunt reazemate 
direct pe teren şi joacă rolul de bază de sprijin pentru părțile adăugate 
ulterior. 

- părțile secundare P.S. sunt părțile de structură care sunt reazemate ре 
părțile principale direct sau indirect sau şi pe teren. 

Partea principală este invariabilă geometric prin ea însăşi şi preia singură 
toate sarcinile aferente ei. 

Partea secundară nu poate exista independent. Ea devine invariabilá 
geometric numai prin sprijinirea pe alte părți de structură sau şi pe teren. 


Fig. 2.1 


P, P; 
| P.P. | P.S. 
Ж A FA 
Р, 
| Р.Р. | P.S: | P.S; 


În figura 2.1. sunt prezentate două grinzi GERBER, prima având o parte 
secundară, iar cea de-a doua două părți secundare. 

Încărcările aplicate direct pe o parte secundară se transmit numai părților 
vecine. Încărcările direct aplicate pe o parte principală sunt preluate integral de 
aceasta. 

Pentru calculul reactiunilor şi al efoturilor sectionale se recomandă 
desfacerea grinzilor cu console şi articulaţii în grinzile componente. Calculul începe 
cu rezolvarea părții secundare pe care nu reazemă o alta parte a structurii. 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 
APLICAȚIA 1 


Se cere calculul reactiunilor şi trasarea diagramelor de eforturi sectionale N, 
T, M la grinda cu console şi articulaţii din Fig. 2.2. 


Se observă că grinda are o parte principală (porțiunea 1-3) şi o parte 
secundară (porţiunea 3-5). Rezolvarea se începe cu partea secundară. 


p=15 KN/ml Рі-120 KN 


@ Рэ-30КМ 
— 


Фут oA ©, © = 


° = sn Быз | 
P.S. Рі-120 KN 
Hs=30 KN P2-30 KN 
— <— 
ORO =) 
V3=60 KN 
P.P. Vs=60 KN 
p=15 KN/ml 
Ні-30 KN ады 
— «<--- 
(3) Нз-30 КМ 


Do © 
Vi-25KN  V2=125KN 


30 KN 


65 KN 60KN 


120 KNm 


Mmax=20,83 KNm 


120 KNm 


Fig. 2.2 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 
a. Calculul reactiunilor 


P.S. 
> x. =0; > Н;-30-0 => Нз = 30 KN. 


(УМ);=0 > V;x4-120x220 > = = 60 КМ. 
Р.Р. 


In secțiunea 3 pe partea principală acţionează forțele interioare 
Н; şi Уз egale şi de sens contrar. 


> x, =0;= Н, -30-0 > H,-30 KN. 
(>M);=0— У/х6-15х6х3-60х2-0 > V,= 25 KN. 
(УМ),= 02 - V;x 6 + 60 x 8 + 15 x 6 x 3 = 0 = V, = 125 KN. 


Verificare: Уу; = 25 +125-15 x 6- 60 20. 
b. Calculul şi trasarea diagramelor de eforturi 
" Diagrama N 


Pe grindă N = ct = -30 KN, singurele forte orizontale fiind Hi, H3, 
ŞI Р». 


" Diagrama Т 
Pe porțiunea de grindă 1-2 forța táietoare este liniară: 
Ті2- +25 KN: D= +25 – 15 x 6 = -65 KN, 
Тхо= 0 = 25- p X xo = 25-15 x xo = 0 > xo = 1,67 m. 


Pe porțiunea de grindă 2-3 forța tăietoare este constantă: 
Т.з = T32 = +60 KN. 


In secțiunea 2 a apărut un salt de mărimea şi în direcţia reacţiunii 
V5z125 KN. 


Pe partea secundará forta táietoare este constantá pe portiuni, cu 
un salt în direcția şi de mărimea forţei concentrate P,=120 KN. 


Ts. = T452 +60 KN. T45- 15.4= +60 — 120 = -60 KN. 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 
" Diagrama M 


Pe porțiunea 1-2 а părții principale momentul încovoietor variază 
parabolic, având un maxim în punctul de anulare al forţei tăietoare 
(хо=1,67 m). 


Мі-2 = 0; M max=25 x 1.67 - 15 х 1,67 x Le 


= 20,83 KNm 


Mo. = «(Vs x 2) = -(60 x 2) = -120 KN (s-au redus forțele de la DR 
secțiunii) 


Pe porțiunile 2-3, 3-4, 4-5 momentul încovoietor variază liniar 
după cum urmează: 

Мэз- Mo. = -120 KNm; Мҙ-0 (articulaţie interioară) 

Маз= V; x 2 = 60 x 2 =120 KNm; Мза- 0. 


APLICATIA 2 


Se cere calculul reactiunilor si trasarea diagramelor de eforturi sectionale N, 
T, M la grinda cu console şi articulații din Fig. 2.3. 


Se observă cá grida are două părți secundare (porțiunile 1-3 şi 3-5) şi o parte 
principală (porțiunea 5-6). Rezolvarea se începe cu P.S». şi continuă cu P.S. Ultima 
se rezolvă partea principală. 


a. Calculul reactiunilor 


P.S,. 
>a =; = H3=0; 
(ÈM)=0 > У,х3-30х5-0 = У;-50 КМ. 
(УМ)=0 > У;х3-30х2-0-> У;-20КМ. 
Verificare: Уу: = - 30+50-20=0. 


P.S.. 
be > die 
(УМ),=0 > -V;x2420x2x1420x320 > V; = 50 KN. 


(УМ);=0 > -V;x2-20x2x1420x520 => V; =30KN. 
Verificare: Уу; = 20 +50 - 30 - 4020. 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


P.P. 
2 x0. => Hs-0 КМ. 
Уу; = Vs- 50 —20 x 6 =0 = Vs = 170 КМ. 
(УМ),=0 = M, - 20 x 6 x 3 — 50 x6 = 0 = М; = 660 KNm. 


2 M MEAE. 2 6 
P.S. 1 
|» KN —Q 
Q A2 л 
2 | Уз=20 КМ 
XO EN i p-20 KN/ml 
P.S. 2 
| e | F 50 KN 
Vs=20 KN s= 
Үл-30 KN P.P. 


p=20 KN/ml 
||] | Нв-0 KN 


М6=660 KNm 


Vs=50 KN 


660KN 


60KN 
M Fig. 2:9 


60KN 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 
b. Calculul si trasarea diagramelor de eforturi 


= Diagrama N 
Nu avem forte orizontale pe grindă, deci N = 0. 


= Diagrama T 
Pe porțiunile părții secundare P.S»., forța tăietoare este constantă: 
Tio = T21 = - 30 KN; Da = T32 = - 30 + 50 = +20 KN. 


Pe porțiunea 3-4, a părţii secundare P.S4. forta tăietoare este constantă. 
Ts = T43 = ct = +20 KN. 


Pe porțiunea 4-5 a grinzii, forta tăietoare variază liniar: 
T45 = T43— V4 = +20 — 30 = - 10 KN; Т4 = - 10-20 х 2 = -50 KN. 


Pe porțiunea 5-6, a părții principale, forţa tăietoare variază liniar: 
Ts. = 15.4 = - 50 KN; Тс.5 = - 50 — 20 x 6 = - 170 KN = - W 


* Diagrama M 
Pe portiunile 1-2 şi 2-3 ale parții secundare P.S}. momentul incovoietor 
variazá liniar: 
Mio = 0; Mou = -30x 2 = - 60 KNm; M32 - 0. 


Pe porţiunea 3-4 а părţii secundare P.S;. momentul încovoietor variază 
liniar: 


M34 =0; M43 = 20 x 3 = 60 KNm. 


Pe porțiunea 4-5 a grinzii, momentul încovoietor variază parabolic: 
Mas = +20 x 3 = 60 KNm; Ms4- 0. (articulaţie interioară) 


Pe porțiunea 5-6 a părții principale, momentul încovoietor variază 


parabolic: 
Mss = 0; Мез = - (+М5) = -660 KNm. (s-au redus forțele de la DR 
secțiunii). 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


CAPITOLUL 3 
CADRE PLANE 


Cadrele sunt structuri formate din bare prinse în noduri rigide sau noduri 
considerate articulaţii. (Fig. 3.1 si 3.2) 


(O ь ® ®© (© 


pozitia deformata 


Fig. 3.1 Fig. 3.2 
Într-un nod rigid, datorită 
* А, B noduri rigide. incastrárii perfecte a barelor in nod, 
unghiul dintre bare se mentine 
= C nod considerat neschimbat şi după deformarea 
articulaţie. cadrului — efect de nod rigid. 


Dupá  deformarea  cadrului in 
nodurile rigide A si B s-a mentinut 
unghiul de 90° dintre bare. 


Ca efect al nodului rigid, intr-un nod cu douá bare valoarea momentului incovoietor 
se poate rabate de la o bară la alta, menţinând echilibrul nodului (rabatere de la 
interior la interior sau de la exterior la exterior) (vezi Fig. 3.3). 

Ín diagramele de eforturi sectionale N, T, M trasate la cadre apar salturi în 
valori chiar dacă forțele exterioare sunt continue. Aceste salturi (discontinuități) pot fi 
de două tipuri: 


- discontinuitate de fibră ==> produsă de modificarea direcţiei axei 
barei. 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


- discontinuitate de nod > apare în dreptul unui nod de pe 


parcursul barei, deoarece barele 
concurente în nod acționează 

B A 
B , B B 
Fig. 3.3 | 


asupra acesteia си forte şi 
momente concentrate. 
A. CADRE SIMPLE: 


DMA 


Din categoria cadrelor simple fac parte: 


BKN | 


CADRUL SIMPLU CADRUL CADRUL TRIPLU 
REZEMAT CONSOLA ARTICULAT 
Fig. 3.4 Fig. 3.5 


Fig. 3.6 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE. 


APLICAȚIA 1. 


Pentru cadrul simplu rezemat din Fig. 3.7 se cere calculul reactiunilor şi trasarea 
diagramelor de eforturi N, T, M. 


a. Calculul reactiunilor 
2x20 2 -Н;+30=0 => Н; =30 KN. 


(>M)s=0 > У,х4,5-30х1,5-20х5,5х1,75 20 = Vj2 32,78 KN. 
(УМ),=0 =  -V;x4,*30x15-20x5,5x2,75 20 = V= 77,22 КМ. 


Verificare: Уу; = 32,78 471,22 — 20 x 5,5 = 0. 
p-20KN/ml p-20KN/ml 
| | 
3 G| © 
P-30KN LSM P=30KN 
— £o —> |O 
1,5 m 
© ©, Hs=30KN 
| 45m | 1 m Fig. 3.7 XS |verrane 
a. b. 
b. Trasarea diagramelor de ST sus DR 
eforturi E 


Pentru trasarea diagramelor 
de eforturi se recomandă alegerea 
unui sens de parcurgere pe fiecare 
bară a structurii, stabilind astfel 
noțiunile de ST, DR, SUS, JOS. 
Astfel, la structura dată s-au ales 
următoarele sensuri de parcurgere 
în conformitate cu Fig. 3.8. 
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PARTEA I STRCTURI STATIC DETERMINATE 
" Diagrama N 


Forța axialá dintr-o secţiune dată „i” reprezintă suma 
proiectiilor tuturor forţelor de la ST sau de la DR secţiunii după 
direcţia axei barei. 


Se utilizează Fig. 3.7.b pentru calculul eforturilor sectionale. 
Se cunoaşte că: 


Pe bara 1-2-3: N = ct. 
(porțiunile 1-2 si 2-3 neîncărcate) 
Мыз = Мз. = ct. = - У = - 32/78 KN (reprezentată JOS); 


Pe bara 3 — 4: N = ct. 
(forță uniform distribuită pe parcurs) 
N3.4= Мз = - P = - 30 KN (reprezentată JOS); 


Pe bara 4 — 5: N = ct. 
(fără încărcare exterioară pe parcurs) 
Nas = Ns42- Vs = - 77,22 KN (s-au redus forţele de la DR); 


Ре bara 4 — 6: N = ct. 
(fortá uniform distribuitá pe parcurs) 
Nas = N6-4= 0 . 


z " Diagrama T 


30KN Forța táietoare dintr-o 


= secţiune dată „i” reprezintă 
Ө (N) = | suma proiectiilor tuturor 
fortelor de la ST sau DR 
secțiunii după direcţia 
normală pe axa barei. 


ИУ 32,78КМ 7722KN А 


Fig. 3.9 


Pe bara 1-2-3: T = ct (pe porțiuni) 
T> = Т.) = 0; Т.з = T3.2= - P = - 30 КМ. (se reprezintă JOS) 
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PARTEA I 


STRCTURI STATIC DETERMINATE 


Pe bara 3-4: forta táietoare este liniará 
Тұ; =+ V; = +32,78 KN; 


T4. = + Vi — 20 x 4,5 = -57,22 KN 


(reprezentată JOS). 


Tx = 0 = V; — p X xo =32,78 —20 X xo => xo = 1,64 т. 


Pe bara 4-5: T=ct. 


Т, = 15-4 =+ Н; = +30 KN (s-au redus forțele de la DR; 
valoarea se reprezintă SUS). 


Pe bara 4-6: forţa tăietoare este liniară 


Тав = 20 х 1 = +20 KN 


То - 0. 


" Diagrama М 


Momentul___încovoietor 
dintr-o secțiune dată „i” 
reprezintă suma momentelor 
tuturor forţelor de la ST sau 
de la DR secţiunii exprimate 
în raport cu centrul de 
greutate al acesteia. 


Pe bara 1-2-3: momentul 
încovoietor este liniar: 

Mi2 = М.у = 0; Мз 2= - Рх 1,5 = 

- 45 KNm (se reprezintă SUS). 


(s-au redus forţele de la DR; 


valoarea se reprezintă SUS) 


Fig. 3.10 


32,78КМ 


Ре bara 3-4: momentul încovoietor este parabolic 


Ms = Мз2= - 45 KNm (nod rigid cu două bare, momentul se rabate). 


4,5 


Mas = 32,18 х 4,5 – 30 х 1,5 — 20x 4,5 х 7 =- 


forţele de la ST secțiunii; valoarea se reprezintă SUS). 


1,64 


Mmax= 32,78 х 1,64 — 30x 1,5 – 20x 1,64 x 557 


100 KNm. (s-au redus 


= -18,137 KNm. 
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Ре bara 4-5: momentul incovoietor este liniar 
Mas = - (Hs x 3) = - 90 KNm. (s-au redus forţele de la DR secțiunii; 
valoarea se reprezintá SUS) 
М-4 = 0. 


Ре bara 4-6: momentul încovoietor este parabolic. 
М; = - (20 x 1х 0,5) = -10 KNm (S-au redus toate forţele de la DR 
secţiunii; valoarea se reprezintă SUS). 
Maa - 0. 


100 KNm 


45 KNm 


90 KNm 


Mmax=18,137 KNm 


45 KNm 


№ 


Fig. 3.11 


с. Verificarea diagramelor de eforturi 


Pentru verificare se utilizează ecuaţiile de echilibru exprimate pentru fiecare 
nod al structurii considerat punct în plan. Pe nod acţionează forțele exterioare direct 
aplicate şi eforturile sectionale N,T si M calculate. În plan pentru un punct se pot scrie 
trei ecuaţii de echilibru independente: 


>xi=0 


329 Se folosesc la verificarea diagramelor N + T. 
NOD 


(УМ): 20 бе foloseste la verificarea diagramei M. 
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NODUL 3 


Verificare N+T (9 EN 
Ух: =30 — 30 = 0 32,78КМ 
Уу: = 32,78 — 32,78 
= (0 
е 
32,78KN 
NODUL 4 
(4 
30KN | 
57,22KN 
Verificare N+T 
> x; =30 — 30 = 0 
Èy; =77,22 — 57,22 — 20 
=0 71,22KN 


STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


Fig. 3.12 


Verificare M 
(УМ) = -45 +45 = 0 


fibra intinsa 


PE 
3 
Ш 


40KNm 


Verificare M 
(УМ) = - 100 + 90 + 1020 


fibra intinsa 


Z G =s 2 
e. 
Чи 


[= С 
100KNm | | 
30KN 


90KNm 
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PARTEA I STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


APLICA TIA 2 


Pentru cadrul consolá din Fig. 3.13 se cere calculul reactiunilor si 
trasarea diagramelor de eforturi N, T si M: 


p=3 KN/ml p=3 KN/ml 


P=10KN 


6KN 


(D a 


[су a EN Mi-4KNm N 
V1216KN 


a. Calculul reactiunilor (vezi Fig. 
3.13) 


>x;= 0 > Н, =0 КМ; 
Уу=0 — V,-10-3x2=0 
10KNm | > V; = 16 КМ; 
(XM)r=0 = M;-10x 14-3x2x120 
—M;- 4 KNm. 


b. Calculul si trasarea 
diagramelor de eforturi 
( vezi Fig. 3.13) 


10KN 


" Diagrama N 


Pe bara 1-3: N = ct. 
Мз = Мз = ct. = - V; = - 16 KN 
(reprezentată JOS); 


D 


Pe bara 2-3: N = ct. 
№з = N32=0 
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PARTEA I STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 
Pe bara 3-4: N = ct. 
№а= №з=- Vic P = - 16 +10 = - 6 KN (se reprezintă JOS); 


Ре bara 4-5: N = ct. 
Nas = №. 4= 0 KN. 


" Diagrama Т 


Pe bara 1-3: T = ct. 
Т.з = T3-1=0; (Н; = 0); 


Pe bara 2-3: T = ct. 
T2-3 = Тзо= - P = -10 KN; (se reprezintă JOS). 


Pe bara 3-4: T = ct. 
T, = Таз= 0; (Hi = 0); 


Pe Бага 4-5: Т este liniară. 
Таз = + 3 x 2 = 6; Т; 4= 0; (se reprezintă SUS). 


" Diagrama М 


Pe bara 1-3: momentul incovoietor este ct. (Т = 0). 
Міз- Ms i= M = +4 KNm; 


Pe bara 2-3: momentul încovoietor este liniar 
М›з 20; Мз2= - 10x 1 = - 10 KNm; (se reprezintă SUS). 


Pe bara 3-4: momentul încovoietor este ct. (Т = 0). 
Ms = M4.3= +4 - 10 x 1 =- 6 KNm; (se reprezintă SUS). 


Pe bara 4-5: momentul încovoietor este parabolic 
M45 = - (3 x2 x 1)=-6 KNm (s-au redus forțele 
de la dreapta secţiunii). 


a. Verificarea diagramelor (Fig. 3.14. a & .b) 


Pentru verificare se utilizează, ca şi în cazul aplicaţiei 1, ecuaţiile de 
echilibru pentru fiecare nod. Pentru un punct, în plan, putem scrie trei ecuații de 
echilibru independente. Acestea sunt două ecuaţii proiecție (după direcția celor 
două axe ortogonale) şi una moment. În fig. 3.14 se poate observa modul în care se 
verifică echilibrul nodului. 
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PARTEA I STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


NODUL 3 


| Fig. 3.14.a 
6KN 
6KNm 


fibra intinsá 


Verificare N+T 
Ух =0 
Xy216-10-620 


Verificare M 
| (ҰМ)--10%4%6-0 


4KNm 
Е Fig. 3.14.b 
NODUL 4 


fibra întinsă 


s Nu 
Verificare N+T 6KNm 
>x; = 0 6KN | 
;=—6+6=0 EN 
2y i | Verificare M 
uU (ХМ)--6%6-0 


6KN 
6KNm 
Fig. 3.14 | 
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PARTEA I STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 
APLICA TIA 3 


Pentru cadrul triplu articulat din fig. 3.15, se cere calculul reactiunilor si 
trasarea diagramelor de eforturi N, T şi M: 


p=10 KN/ml p=10 KN/ml 
i ИІШТЕБЕТЕЕ Қ? 
P=20KN KN 
3m 3m 
Ні-21,67КМ 
I * HeL67KN 
pur im к ешш Уз=47,5КМ Ув=2,5КМ 
| 1m, 4m | 2m | 
| | | | 
Fig. 3.15 Fig. 3.16 


a. Calculul reactiunilor (Fig. 3.16) 


Se observă că acest cadru este de nivel, ceea ce înseamnă că articulațiile 
exterioare 1 şi 6 sunt pe aceeaşi orizontală. Folosind această particularitate, 
reactiunile cadrului se pot calcula evitând sistemul de ecuaţii după cum urmează: 


(>M)s=0 > Vi 
(>М)-0 => Vs 
Verificare: Уу; = 0. 


(УМ) '=0 = H; 
( XM)"-0 = Н, 
Verificare: Ух; = 0. 
Astfel obţinem: 
(УМ),=0 => Vj;x6-10x5x4,5-20x320 = Vı=47,5 КМ. 


(УМ),=0 = -Vgx6410x5x1,5-20x320 = VW = 2,5 KN. 
Verificare: Уу; = 47,5 + 2,5 – 10 х 5 = 0. 
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STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


( XM)j'0 > -Н;х3-10х5х 2,5 + 47,5 х4=0 = H;-21,67 KN. 
(XM)"-0 > Н5Х3-2,5х2-0 > Hs-1,67 KN. 


Verificare: Ух; = 21,67 – 1,67 — 20 = 0. 


b. Calculul si trasarea diagramelor de eforturi 


Fig. 3.17 


" Diagrama М 


Pe bara 1-3: N = ct. 
Мыз = Ns.i= ct. = - Vi = - 47,5 KN (se reprezintă JOS); 


Pe bara 2-3: N = ct. 
№.з = Мз.2= 0. 


Pe bara 3-4: N = ct. 
Ns. = №з= - Hj = - 21,67 KN (se reprezintă JOS); 


Pe bara 4-5: N = ct. 
№5 = Ns42 Мыз = - Hi = - 21,67 KN (se reprezintă JOS); 


Pe bara 5-6: N = ct. 
№6 = Ng5- - Vs = - 2,5 KN (se reprezintă JOS); 


© " Diagrama T 


ZÁ 47,5KN 2,5KN А 


Pe bara 1-3: T = ct. 
Tis  Tz12- Hj = - 21,67 KN 


= (se reprezintă JOS); 
= (№ 


Pe bara 2-3: T = liniară. 
Тз = 0; Тұж -10x1=-10 KN; 
(se reprezintá JOS). 


Pe bara 3-4: forţa tăietoare este liniară. 

Ts4 =+ Vi - 10 x 1 = + 47,5 – 10 = 437,5 KN (se reprezintă SUS) 
T+ s= T34 - 10 x 4 = 37,5 – 40 = - 2,5 KN (se reprezintá JOS); 
Ty, = 0 = 37,5 —10 x xo > xo 23,75 т. 
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" Diagrama M 


Pe bara 


Мі-з = 0; 


M; =- Hı x3=-21,67x3 


2-3: momentul 


1-3: momentul 2 AQ xo =3,75 1 TITI 


încovoietor este liniar. 


STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


Pe bara 4-5: T 2 ct. 
Т5 = Т54 = *Vi- 10x12 Tes= -2,5 KN (ве reprezintă JOS); 


Pe bara 5-6: T = ct. 
Ts = To-s = + H6 = 1,65 КМ; (se reprezintă SUS). 


Fig. 3.18 
37,5КМ 


Mm. 


10KN 2,5KN 


Pe bara 

incovoietor variazá parabolic 

Мз = 0; 

Ms. = - 10 x 1 x 0,5 = - 5 KNm; Ж 21,67КМ ZA 1,67KN 


(se reprezintá SUS). 


Pe bara 3-4: momentul încovoietor variază parabolic 


Мз4 = - Нг X3 -10x1x5=-21,67x3-10x1 x5 = -70 KNm; 
(se reprezintă SUS). 
Max ViXxo- Hj x3 — 10 x+) 2% = 


-47,5 x 375 — 21,67 x 3 — 10x 4,75 x ыз = 0,31 KNm 


М;з= 0 (articulaţie interioară). 


Pe bara 4-5: momentul încovoietor este liniar 

Мұ5-0 (articulaţie interioară). 

M54 = - (H, х3) = - (41,67 x 3) 2 - 5 KNm (S-au redus forţele de la 
dreapta secțiunii). 


Pe bara 5-6: momentul încovoietor este liniar 


Ms. = Ms. = - 5 KNm (prin rabatere pe nodul cu două bare) 
Ms.5 = 0 (articulație exterioară). 
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c. Verificarea diagramelor de eforturi 


= Verificarea diagramelor N + T 


Nodul 3 Nodul 5 


Tx4-3755KN — М. 5=21,67КМ EDEN 
Еа! 


| T5.422,5KN 
| N3-4=21,67KN 


| УХ, = 21,67-20-1,67=0 


Fig. 3.20 nod T25—1,67KN 
| T31221,67KN УУ, =2,5-2,5=0 Ns«-2,5KN 
N 


nod 
3-1=47,5KN 


УХ, = 21,67 — 21,67 =0 


nod 

Y -47,5-10-375-0 = Observaţie: | u 

nod Pentru scrierea ecuafiilor de echilibru s-a 
folosit sistemul de axe ortogonale XOY. 


" Verificarea diagramei de moment 


Verificarea diagramei de moment este prezentatá in fig. 3.21. Se poate 
observa cá suma momentelor care acționează pe nodurile 3 si 5 este zero si deci 
nodurile se află în echilibru. 
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Nodul 3 fibra intinsá Nodul 5 fibra intinsá 


P AR REY US zm E 
M3-2=5KNm 
Ms-4=5KNm 
| 


Y M =-5-65+70=0 УМ =-5+5=0 | 


поа Мә поа Eo 


Fig. 3.21 M3-1=65KNm 


APLICA TIA 4 


Pentru cadrul triplu articulat din fig. 3.25 se cere calculul reactiunilor si 
trasarea diagramelor de eforturi N, T si M: 


a. Calculul reactiunilor 


p=15 KN/ml (Fig. 3.23) 


T Se incepe cu calculul 
reactiunilor verticale care apoi 
se verificá. Urmeazá calculul 
reactiunilor orizontale evitând 

4m Їп acest fel sistemul de ecuaţii: 

= (УМ)=0 => Vi 

( 3M);-0 = Vs 

Verificare: Уу; = 0. 


Fig. 3.22 


( YM);'-0 = H; 
( XM)/"-0 > H, 
Verificare: Xx; = 0. 


Astfel se obtine: 


(>М)-0 > Уіх12-15х12х6 +30x1=0 = У/-87,5 КМ. 
(УМ),=0 = -У5х12430х13-15х12х6-0 = У-122,5 КМ. 
Verificare: Уу; = 87,5 +122,5 – 12x 15 - 30 = 0. 


( XM)j'z0 > -Н,х4-15х6хХ3-87,5х6-0 = Н, = 63,75 KN. 


(ХУМ)“-0 = Н;х4+ 30x7 +15x 6x3- 122,5 x 6 = 0 > Hs = 63,75 KN. 
Verificare: Ух; = 63,75 – 63,75 = 0. 
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Hi=63,75KN б. 4m 
H6=63,75KN 
| Уі-87,5КМ Ув-122,5КМ | 
| 6m | 6m jim, 
| | | | 
b. Calculul şi trasarea diagramelor de eforturi Fig. 3.24 


" Diagrama N 


Pe bara 1-2: N = ct. 
Nı2= Мә. = ct. = - Vj = - 87,5 KN 63,75KN 


(se reprezintá JOS); == N -) 


Ре bara 2-3: N = ct. 
№з = Мз.2=- H; = - 63,75 KN 
(se reprezintă JOS); . A 87,5KN 122,5KN A 


Pe bara 3-4: N = ct. "Um 
N;4 = Naes Hi = - 63,15 КМ Ре bara 4-5: N = ct. А — 
(se reprezintá JOS); N4.5 = Ns.4= 0 KN (au fost reduse forțele de la DR 


sectiunii); 
Pe bara 4-6: N = ct. 
№ = №ма= - Ve = - 122,5 KN (au fost reduse forțele de la DR secțiunii; se reprezintă 
JOS); 


" Diagrama T 


Ре bara 1-2: T = ct. 
Ti. = T> i= - Hj = - 63,75 KN (se reprezintă JOS); 


Pe bara 2-3: T = liniară. 


Тоз = + V; = +87,5 KN (se reprezintă SUS); 
Ту2- T>. -15 x 62 + 87,5 — 90 = - 2,5 KN; (se reprezintă JOS). 
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T, 502»875-15x3; =0 ay = 5,83 Fig. 3.25 


Pe bara 3-4: T = liniară. оын 
Тз-4 = Тз2=- 2,5 КМ; (se reprezintă JOS) 
Тұз- T34 - 15 x 6 = - 2,5 — 90 = - 2,5 KN 

(se reprezintă JOS); 


Pe bara 4-5: T = ct. 

Tas = Ts.4 = + Р= +30 КМ 

(s-au redus forțele de la DR secțiunii; 
se reprezintă SUS); 


Pe bara 4-6: T = ct. 
Тиб = Tg = + Ho = + 63,75 КМ; (s-au redus forțele de la DR secţiunii; se reprezintă SUS). 


" Diagrama M 


Ре bara 1-2: momentul încovoietor este liniar. 
Мі- = 0; 
M; = - Ну x 4= - 63,75 х4 = - 255 KNm; 


Pe bara 2-3: momentul încovoietor variază parabolic având un maxim 
pozitiv în punctul de anulare al forței tăietoare 
M».5 = M». =- 255 KNm (din rabatere pe nodul cu două bare); 


Мһа = Мх xo- Hi х4-р хох 50 = 


=87,5 х 5,83 – 63,75 x 4 — 15 х 5,83 х = = 0.208 KNm 
(se reprezintá JOS) 
Ms. = 0 KNm; (articulaţie interioară). 


Pe bara 3-4: momentul încovoietor variază parabolic 
Мз-4 = 0 KNm; 
Маз = -(P x 1 + Нох 4) = -(30 х 1 + 63,75 x 4) = - 285 KNm; 
(se reprezintă SUS) 


Pe bara 4-5: momentul încovoietor variază liniar 

M45 = - (Р x 1) = - (30 х 1) = - 30 KNm (au fost reduse forțele de la 
DR secţiunii). 

М-4 = 0 
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Pe bara 4-6: momentul încovoietor variază liniar 
М; = -(H6 X 4) = -(63,75 x 4) = -255 KNm (se reprezintă SUS); 


Mo. = 0 (articulaţie exterioară). 


285KNm 


Fig. 3.26 


c. Verificarea diagramelor de eforturi 


Verificare N + Т (fig. 3.27) 


NODUL Ф. doped e. NODURI) 
з = +87, 
— i Миз =-6375 — (15-39 
N23 = -63,75 T 
| 
| 
à T21 =-63,75 У.Х; =63,75—63,75=0 | 
Nos za es Ta. = 63,75 | Na = -122,5 
TECUM БҮ; -87,5-87,5-0 Macc d ata 
nga Fig. 3.27 
Verificare M (fig. 3.28) 
fibra NODUL Q NODUL (4) 
intinsa === Mu = 255 M43 =285 > == М5 = 30 
| i) 
ү 
| | 
| | 
CA | 
M, « 7255 


У.М = 285 + 2554 3020 


УМ = 255 + 255 = 0 
Fig. 3.28 лой 


поа 
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B. CADRE COMPUSE 


Cadrele compuse sunt alcátuite din mai multe cadre simple, numite unitáti 
structurale. Unităţile structurale din cadrele compuse joacă rolul de părți principale 
P.P sau părți secundare P.S. Părțile principale au invariabilitate geometrică proprie, 
preluând singure încărcările care le revin. Părțile secundare devin invariabile 
geometric sprijinind pe alte părți ale structurii sau şi pe baza de sprijin. Ele transmit 
încărcările direct aplicate pe parcursul lor părţilor de structură pe care se sprijină. 


APLICAȚIA 1 


Pentru cadrul compus din (Fig. 3.29) se cere calculul reactiunilor şi trasarea 
diagramelor de eforturi N, T şi M: 


-15 KN P=90 KN 
р,-15 al 


Fig. 3.29 


Cadrul compus din Fig. 3.29 are o parte principală, cadrul simplu rezemat 1..5 
şi o parte secundară, cadrul simplu rezemat 5-6-7. Se observă că partea secundară 
sprijină pe teren prin reazemul simplu 7 şi pe partea principală în articulația interioară 
5. Rezolvarea se începe cu partea secundară, partea principală fiind posibil de abordat 
după ce se cunosc interacțiunile din articulația interioară 5. 


Rezolvarea părții secundare 


a. Calculul reactiunilor (Fig. 3.30) 


H=15 

XX; = 02 Hs - 5:3=0 H;-15 KN PS е 
(XM); 20— -V72 +5:3:1,5=0 | | 

V; = 11,25KN 3 iE p-5 KN 
(ХМ); -0->-У;2%15:3:1,5-0 V=1125KN | ' ml 

V; = 11,25KN = { 
Verificare: ХУ; = -11,25+11,25=0 2 | V.-1125 KN 

Fig. 3.30 ~ ' 
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a. Calculul diagramelor de eforturi: 


15 
" Calculul diagramei N (Fig. 3.31) N 
După ce s-a ales sensul de parcurgere pe fiecare 
bară se observă că: Fig. 3.31 1125 


Pe bara 5-6: N = ct 
№6 = №5 = -H5 = -15 KN (se reprezintă JOS) 


Pe bara 6-7 cu încărcare uniform distribuită: N = ct 
Ng; = Nz. = -V7 = -11,25 KN (se reprezintă JOS) 


" Calculul diagramei T (Fig. 3.32) 
15 


Pe bara 5-6 forţa tăietoare este constantă. 
Ts = Т5 = - Vs = - 11,25 KN (se reprezintă JOS) 


1125 


км (Т) 


Fig. 3.32 


Pe bara 6-7 forta táietoare este liniará: 
Тел = 5:3 = 15 KN (se reprezintă SUS) 
Ty =0 


" Calculul diagramei M (fig. 3.33) 


а. 22,0 Ре bara 5-6 momentul încovoietor este liniar: 
A M... = 0; 
M«ss2-V,:22-1125:2 = 22,5KNm 
(se reprezintá SUS) 
Pe bara 6-7 momentul incovoietor variazá parabolic: 
Mc Me = —22,5KNm 


M;470 


intinse 
"n 

[KNm] 
Observatie: 


In nodul 6, nod cu două bare, momentul se rabate având grijă ca nodul să 
rămână în echilibru (ambele fibre întinse sunt la exterior). 
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c. Verificarea diagramelor (Fig. 3.34) 


STRUCTURI STATIC DETERMINATE. 


Se verificá diagramele N si T utilizánd ecuatiile de echilibru pentru 


nodul 6. 


NODUL 6 T6-5 = -11,25 


" LÀ 
N6-5 = -15 x 
i 


| _Тб-7 = +15 
Fig. 3.34 N6-7 = -11,25 


Rezolvarea părții principale 


a. Calculul reactiunilor (Fig. 3.35) 


Fig. 3.35 
90 
_1a KN 
p =15 m 
i H:-15 
(5 | "© 
| У:=11,25 
| 
| 
2: — KD 
| 6 | 2 | 2 | 
| 'Vi-138,75 | 


УХ,=0> Н,-15=0> H,-15KN 
(УМ), =0= V,:2-15.6.3490-2-15.3-1125.420 


У Х,=+15-15=0 


nod 


Sp, = —11,25+1125=0 


nod 


Se observă cá în secţiunea 5 
acționează forțele de 
legătură interioare Hs şi Vs, 
calculate anterior, dar cu 
sens schimbat. 


V, =30KN 


OM ),=0=>—V,:6-15:3+15:6:3+90:8—11,25-10=0 y,=138,75KN 


Verificare: Y y,=30+138,75+11,25-15 


:6-90-0 
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b. Calculul si trasarea diagramelor de eforturi 


= Diagrama N (Fig. 3.36) 


15 După alegerea sensului de 
parcurgere pe fiecare bară se observă 
că: 

Pe bara 1-3: N=ct. 
Fig. 3.36 Ni = № =-V, = —138,5 
138,75 TON 
(se reprezintá JOS) 


Pe bara 2-3, cu forță uniform distribuită între capete: N=ct. 
No = N32 = 0 

Pe bara 3-4-5, cu forță concentrată verticală între capete: N=ct. 
N-s=Nss=—Hs=-—15KN (ве reprezintă JOS) 


= Diagrama Т (Fig. 3.37) 


Pe bara 1-3 forţa tăietoare este constantă: 
Tis = Тз. =- H = -15KN 
(se reprezintă JOS) 
Pe bara 2-3 forţa tăietoare este liniară: 
T. , = +V, = +30KN 


Тз. = +ү,-–15:6 = 30-90 = -60KN 


Txo = 0 > 30-15: x, = 0 х= 2т 
Ре Бага 3-4-5 forţa tăietoare este constantă pe porțiuni, cu un salt în direcția şi de 
marimea forței concentrate P = 90 KN: 
Tau Ta = 490-V,290-1125 = 7875KN (au fost reduse forţele de la DR secțiunii) 


= Diagrama М (Fig.3.38) 
Pe bara 1-3 momentul incovoietor este liniar: 
Міз-0 
Мзі<--Н|3--15:3--45 KNm (se reprezintă SUS). 


Pe bara 2-3 momentul încovoietor variază parabolic având o valoare maximă pozitivă 
în punctul de anulare al forţei tăietoare (x, = 2m ): 
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М»5=0; Mia 7*V,:6-15:6.3230.6-15.6.3- —90KNm (se reprezintă SUS) 
Мы 7230:2-15:2:12 30KNm 


Pe bara 3-4-5 momentul incovoietor este poligonal, având un vârf în sensul forţei 


concentrate P = 90 KN: 
Мз--(0%90.2-11,25.4)--135КМт (au fost reduse forțele de la DR secțiunii) 


M;--CV,2)-4125.2-4225KN ( ве reprezintă JOS) 


c. Verificarea diagramelor 


Verificarea diagramelor N + T (Fig. 3.39) 


: NODUL 3 
Fig. 3.39 T3-2- -60 Тз-5= 78,75 
> X =+15-15=0 Š ză: N3-5- -15 
nod 
> Y =138,75 –60- 78,7520 
nod i 
———— Т3-1- -15 
N3-1= -138,75 
Verificarea diagramei М (Fig. 3.40) 
NODUL 3 


оС 2) 135 
Y.M =-90-45+135=0 


| 
| nod 


ІШ Fig. 3.40 
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Dupá calculul si verificarea diagramelor pe pártile componente ale structurii se 
trasează diagramele finale pe intreagă structură prin simpla alăturare (Fig.3.41). 


Fig. 3.41 


APLICAȚIA 2 


Pentru cadrul compus din Fig 3.42 se cere calculul reactiunilor şi trasarea 
diagramelor de eforturi N, T şi M: 


P =20 KN 
i p =10 KN 
2m 
Р,-15 КМ 
2m 
EP i А А Fig. 3.42 


Se observă că structura din Fig. 3.42 are trei părți componente: 


- partea principală 4-5-6-7, cadru consolă 
- părțile secundare 1-2-3-4 şi 7-8-9-10, cadre simplu rezemate. 
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Íntr-o schemá simplá de principiu (Fig 3.47) se aratá rolul fiecárei párti de 
structură: 


Fig. 3.43 
Se începe rezolvarea cu partea secundară P.S:: 
a) Calculul reactiunilor (Fig. 3.44) 
ii 
Н.=0 

p == | b car 

4 | Уз-10 СУ.М),-0->У,:2-20.11-0->У, =10KN 

| (УМ), =0=1,:2-20:3=0= 1, 230KN 
А i 3 Verificare: УУ, -30-20-10-0 
'Vi230 Fig. 3.44 


b) Calculul si trasarea diagramelor de eforturi 


Diagrama N (Fig. 3.45) 
- pe bara 1-3, fără încărcare între capete , N= ct. 
N,,-N,,--V, = -30KN (se reprezintă JOS) 
- pe bara 2-3 , fără încărcare între capete, N= ct. 
N,,-N,,-0 


- pe bara 3-4 de asemenea, N= ct. 
Na > Nas =0 


30 [KN] 


Fig. 3.45 
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Diagrama T (Fig. 3.46) 


- pe bara 1-3 forţa táietoare este constantă: 
T, ,-T,,-0 


- pe bara 2-3 forţa táietoare este de asemenea constantă: 
Т,,-Т,,--Р = 0KN ( se reprezintă JOS) 


- pe bara 3-4 forţa táietoare este constantă: 
T, =T, , =+V, =+10KN ( se reprezintă SUS) 


Diagrama M (Fig. 3.47) 


- pe bara 1-3 momentul încovoietor este constant: 
20 М,;-0; М,,-0 


- pe bara 2-3 momentul încovoietor este liniar: 


M,,-0  M,,--201--20KN.m 
M) (se reprezintă JOS) 
Fig. 3.51 - ре bara 3-4 momentul încovoietor este tot liniar: 


M,,--00.2)22-20KNm; М,,-0 


c) Verificarea diagramelor: 


Verificarea diagramelor N + T (Fig, 3.48.a) 


NODUL 3 
Тз2= -20 Ts4= +10 

— 
Уу =+30-20-10=0 
nod 
> x,=0 
nod 

| 
Na-= -30 
Fig. 3.48.a 
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Verificarea diagramei M ( Fig. 3.48.b) 


NODUL 3 
20 20 
с | 22 > M =-20+20=0 


nod 


Fig. 3.48.b 


Rezolvarea părţii secundare P.S». 


Calculul reactiunilor (Fig. 3.49) 


р=10 EN 
Н,=15 KN 
Я УХ,=0= Н, -15=0> Н, -15KN 
2 O), 2m (М) =0=У,:3+15:4-10:3-1,5-15:2=0 
N V, =5KN 
|2 (УМ),-0->-У,:3%15:2-10:-3.15-0 
V, =25KN 
Verificare: XP =5=25-10:3=0 
3 X X ,=+15-15=0 


k 
Fig. 3.49 | Уо-25 КМ 


Calculul şi trasarea diagramelor de eforturi 


Diagrama N (Fig. 3.50) 


- Pe bara 7-8 observăm cá: N = ct 


15^ Мт = Мал = -Н = -15 KN (se reprezintă JOS) 
[KN] (м) - Ре bara 8-9-10, cu forță concentrată între capete avem: 
N = ct Ne-o = Nios = -Vio = -25 KN (se reprezintă JOS) 


Fig. 3.50 25 
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Diagrama T (Fig. 3.51) 


- pe bara 7-8 forţa táietoare este liniară: 
T, , = +V, = +5 КМ (se reprezintă SUS) 
T, =V, -10.325-30 = 25KN (se reprezintă JOS) 
T, 2025-10: x, 202» x, = 0,5m 


- pe bara 8-9-10 forta táietoare este constantá 
pe portiuni: 
Г, =T, =H, -15KN (se reprezintă SUS) 
Dio = Tio = Igo — P, =15-15=0 


530 - pe bara 7-8 momentul încovoietor 
variază parabolic: 
М,» =0; 
Mmax-1,25 M, , =У,:3-10:3-1,5=5:3-10-3-1,5 = -30KNm 
M Fibre (se reprezintá SUS) 
intinse у =V x 10-х, С -5-0,5-10-0,5. É -125KNm 
Fig. 3.52 [KNm] (se reprezintá JOS) 


- pe bara 8-9-10 se observă că există porţiunea 9-10 pe care forta tăietoare este 
nulă. Rezultă cá pe această porțiune momentul încovoietor va fi constant: 


aud =T=0— M ct 
dx 


M, , =M, = —30KNm ( momentul poate fi obținut prin rabatere 


fiind vorba de nod rigid cu două bare) 
Moio =M io =0 
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Verificarea diagramelor 


Verificarea diagramelor N + T (Fig. 3.53) 


Ts7= -25 
NODUL 8 
"2 ° > X,=15-15=0 
nod 
Nsz= -15 YY225-25-0. 
nod 
| Tso»= 15 
Fig. 3.53 EI d 
Nso- -25 


Verificarea diagramei M se poate face verificând rabaterea momentului 
încovoietor în nodul rigid cu două bare 8. Astfel se observă că fibrele întinse sunt 
amândouă la exterior, deci nodul este în echilibru. 


Rezolvarea părţii principale P.P. 


Calculul reactiunilor (Fig. 3.54) 


Уу=5 KN > X,=0—H,-15=0—H,=15KN 
| н,-15км 20/70 V. H10-103-5-0— V, -25KN 


4m Se observá cá pe partea 
principală acționează cu  semn 


Н;=15 contrar interacțiunile calculate 
Vp =25 KN Fig. 3.54 anterior din secțiunile 4 şi 7. 


(УМ), 202 -М,+10-1+10:3:1,5+5:3-15:4=0 М, =10К№т 
Verificare: (УМ), =-10+25:3-15:4+10:4-10.3-1,5=0 
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b) Calculul si trasarea diagramelor de eforturi 


Diagrama N (Fig. 3.55) 


- pe bara 4-5, fără încărcare între capete, 
se observă că: N-ct. 

[KN] N,,-2N,,-0 

N) - pe bara 5-6 de asemenea: N-ct. 


N, = Nes = —У„ = 225KN 


IR (se reprezintá JOS) 
Fig. 3.55 


- pe bara 5-7, cu forţa uniform distribuită între capete: N—ct. 
N,,-N,,--H,--I5KN (se reprezintă JOS) 


Diagrama T (Fig. 3.56) 


- pe bara 4-5 forţa tăietoare 
este constantă: 
T, =T , =+V, -10KN 
(se reprezintá SUS) 


- pe bara 5-6 forţa tăietoare este 
de asemenea constantă: 
Т,.-Т,,--Н,--І5КМ 
(se reprezintă JOS) 


- pe bara 5-7 forţa tăietoare este liniară: 
T, =V, +V =25+10=35KN 
T,,-T,,-10.32«V, -5KN (se reprezintă SUS) 


Diagrama M (Fig. 3.57) 60 

- pe bara 4-5 momentul încovoietor este liniar: 

М,-0 

My, =V,-1=10KNm (se reprezintă JOS) 70 
- pe bara 5-6 momentul încovoietor este liniar (T=ct): 

M,,-7-(H,:4-M,) --(05:4-10) = +70KNm 

(au fost reduse forţele de la DR. secțiunii) 
M5-—--(-M,) = +10KNm 
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- pe bara 5-7 momentul încovoietor este parabolic ( T liniar): 
M. = —(10:3:1,5+У, :3) = (455-3) = -60KNm 


(au fost reduse fortele de la DR. sectiunii) 
M. ,=0 
Verificarea diagramelor 


Verificarea diagramelor N +T (Fig. 3.58) 


NODUL 5 - 
Ts = 10 Тул —-35 


| 1 (^ Ns2=-15 УХ,-15-15-0 
nod 
7 У, =25+10-35=0 
СЕТЕ -15 zs | nod 


0 
Fig. 3.58 -6= - 
15 Ns-6= -25 axele de proiecție 


Verificarea diagramei M (Fig. 3.59) 


NODUL 5 


> M =10+60-70=0 


nod 


Diagramele pe structura compusă se trasează prin alăturarea diagramelor 
parţiale obţinute pe părțile componente (Fig. 3.60) 
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PARTEA I 
Fig. 3.60 


APLICAȚIA 3 
Pentru cadrul compus din Fig. 3.61 se cere calculul reactiunilor şi 


trasarea diagramelor de eforturi N, T şi M. 
P=100 KN 


=20 KN 
p =20 I 
Ө 


© © 41 6 0 
4 


Schemă de principiu 


D б) a 
Fig. 3.61 


Se observă că structura compusă din Fig. 3.61 are o parte principală triplu 
articulată (porţiunea 1-2...6) şi o parte secundară, grindă simplu rezemată (porțiunea 
6-7-8). Rezolvarea se începe cu partea secundară, grinda simplu rezemată. 


Rezolvarea partii secundare P.S. 


a) Calculul reactiunilor (Fig. 3.62) 


P =100 Fig. 3.62 
4 ІТ 
і 2: | 2 l| 
|V&-50KN ` | Vs=50 KN 


P. X ,=0= H =ü0 
(УМ), = 0= V,-4-100.220— V, = V, =50KN 
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b) Calculul si trasarea diagramelor de eforturi: 
Diagrama N (Fig. 3.63) 
Se observă că pe grinda acționează numai forte verticale, deci N=0. 
Diagrama T (Fig. 3.63) 


Forţa tăietoare pe bară este constantă pe porţiuni având un salt de marimea 
forței concentrate P = 100 KN. 


Т, =Т, =V, =50KN 


Т,,-Т,,-50-Р--50КМ 


Diagrama М (Fig. 3.63) 


Momentul încovoietor variază liniar pe grindă având un vârf în secțiunea 
7 unde acţionează forţa P. 


M, , = 0; M._ ,=V,:2=50:2=100KN; Ma = 0 


N т 


[KN] [KN] [KNm] 


Rezolvarea pártii principale P.P. 


a) Calculul reactiunilor (Fig. 3.64) 


Pe partea principalá 
actioneazá reactiunea 
4 verticală V, = 50 KN, 
calculatá anterior, avánd 


Hi=13,125 (1) (5) _Hs=13,125 | sensul schimbat. 
| 6m | 2m ti m | 
| V,=68,75 | Vs=101,25 
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Calculul reactiunilor verticale : 


(УУМ), =0= 1 :8-20:6:5+50-1=0==2 У =68,75KN 
($M)202-V,.8450.9-20.6.320— У, =101,25KN 


Verificare: УУ, =68,75+101,25-20-6-50=0 
Calculul reactiunilor orizontale: 


(УМ) 202 -H,-4468,75.6-20-6.3-0— Н, =13,125KN 
(УМ) 202 H, :4-101,25-2+50-3=0 > H, =13,125KN 


Verificare: У Х,-13,25-13125-0 


b) Calculul si trasarea diagramelor de eforturi 


Diagrama N (Fig. 3.65) 


L 
13,125 


68,75 101,25 Fig. 3.65 


Pe bara 1-2, fără încărcare exterioară între capete avem: М-сі. 
М,,-М,|--У --68,75КМ (se reprezintă JOS) 

Pe bara 2-3, cu forta uniform distribuită între capete, se ştie că: N—ct. 
N,,-N,,--H,--13425KN (se reprezintă JOS) 

Pe bara 3-4, fără încărcare exterioară între capete avem: N=ct. 
N, , = N}; =-Н, --13425KN (se reprezintă JOS) 

Pe bara 4-5 se ştie cá: N-ct. 
М,,-М,,--У;--101,25КМ 

Pe consola 4-6, fără forte pe parcurs avem: М-сі. 
N, = №, =0 
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Diagrama T (Fig. 3.66) 


68,75 


X0-3,438 m @ 
13,125 

; 13,125 
[KN] 


Pe bara 1-2 forta tăietoare este constantă, deci avem: 
T, , =T,,=—H, --13J25KN (se reprezintă JOS) 


Pe bara 2-3 forţa tăietoare variază liniar după cum urmează: 
T, =V = 68,75К№ 
Т,,-У,-20-6-68,75-120--51,25КМ 
Т, =0 => 68,75- 20: x, =0 > x =3,438m 


Pe bara 3-4 forța tăietoare este constantă având valoarea: 
T, ,-T, 2T, , = —5125KN ( se reprezintă JOS) 


Pe bara 4-5 forța tăietoare este de asemenea constantă: 
T, ,-T, = H, -13J25KN (s-au redus forțele de la DR. secţiunii) 


Pe consola 4-6 forţa tăietoare este constantă având valoarea: 
T, ,2T,, = У, =50KN (se reprezintă SUS) 


Diagrama M (Fig. 3.67) 


Pe bara 1-2 momentul încovoietor variază liniar (T= ct): 
M,5-20; 
М,,--Н,:4--13,25.4--52,5КМ-т (se reprezintă SUS) 
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Pe bara 2-3 momentul incovoietor variazá parabolic, avánd o valoare 
pozitivă maximă în punctul de anulare al forței tăietoare: 
M,4,--52,5KNm (prin rabatere pe nod rigid cu două bare) 
3,438 
2 


М.,-068,75-3,438-13,125-4-20-3,438. = 65,66КМ-т 


Ре bara 3-4 momentul incovoietor este liniar: 
M, , = 0; 
М,;--(50-1-Н,.4)--102,5КМ-т 


Ре bara 4-5 momentul încovoietor este liniar: 
М,;--(Н;:4)--52,5 (s-au redus forțele de la DR. secţiunii) 
M. ,=0 

Pe consola 4-6 momentul încovoietor este de asemenea liniar: 
M, =—(50-D)=—50KN - m (s-au redus fortele de la DR. secțiunii) 
M, ,=0 


c) Verificarea diagramelor 


Verificarea diagramelor N + T (Fig. 3.68) 


Т>--68,75 Тіз--5125 Тзв= 50 
Тұ Nos= -13,125 ú ? 
№з= -13,125 
y 
| l 
—-- Ta = -13,125 71 pue 13,125 
N47 -68,75 0 X Маз- -101,25 


Sistemul axelor de proiectie 


Y X, -13125-13125-0 УХ, =13,125-13125=0 


iod nod 


УУ =68,75-68,75=0 > Y. =101,25-51,25-50=0 


nod nod 
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Verificarea diagramei M (Fig. 3.69) 


NODUL 2 NODUL 4 


us 


Fig. 3.69 52,5 


> M =-52,5+52,5=0 > M --102,5452,5450-0 


nod nod 


Diagramele eforturilor sectionale pe întreaga structură, obținute prin 
alăturarea diagramelor obținute pe părțile componente, sunt prezentate în Fig. 3.70. 


68,75 


102,5 


525 4 
ў 


Мтах=65,66 


Fig. 3.70 
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CAPITOLUL 4 

CALCULUL DEPLASĂRILOR PUNCTUALE PRODUSE DE FORŢELE 
EXTERIOARE SI DE CEDĂRILE DE REAZEME LA STRUCTURILE 
STATIC DETERMINATE 


Deplasări elastice punctuale produse de forte la structuri static determinate 


La structurile static determinate deplasările punctuale produse de forțele 
exterioare se calculează cu ajutorul formulei Maxwell-Mohr: 


Ac [nM I uT 
STR 


ЕГ. ЕА ЕА 


unde, 


- М,М,Т > reprezintă diagramele de eforturi din situaţia reală de încărcare. 

- my, n; t; — reprezintă diagramele unitare din situația virtuală de încărcare, 
în care o forță unitate acţionează în direcția deplasării căutate 
(Fig.4.1). 


PIKN/m] ы. 


Ө, ue © 


P[KN] 


SITUATIA 
REALA 


M,N,T 


pozitia 


deformata (tp 


Fig. 4.1 


Deoarece la grinzi drepte şi cadre efortul dominant este momentul 
încovoietor, se retine din formula Maxwell-Mohr numai termenul care contine acest 
efort, reducând astfel considerabil volumul de calcul. Se va lucra în continuare cu 
formula: 


Efectuarea integralelor din formulă se va face folosind procedeul 
lungimilor transformate, procedeu care rezultă din regula de integrare Vereşciaghin. 
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Prin lungime transformatá À a unei bare se intelege: 


Bara 
(j е == К) А ol T unde, 


—[| „reprezintă lungimea barei 
jk 


—[ „ > reprezintă momentul de inerție al barei 
—[.-reprezintá un moment de inerție conventional (ales), de obicei 


momentul de inerție minim din structura L=T,n . 


Integralele fiind de suprafatá, au fost deduse reguli pentru principalele 
tipuri de suprafeţe posibil de întâlnit în diagrama reală M şi diagrama unitară mi. 


OBSERVAŢIE: Pe porțiunea de bază j-k momentul unitar m; trebuie să 
fie liniar (nu poligonal): (Fig. 4.2) 


my mi 
Fig. 4.2 


ајаг --- ША 


Uulizând procedeul lungimilor transformate se calculează de fapt: 


k 
GEICA, = 6EI c[m -M s „factorul 6Elc fiind cerut de regulile de integrare. 
j 


Aceste reguli de integrare sunt prezentate în continuare considerându-se 
momentele încovoietoare de acelaşi semn. 


" două triunghiuri orientate la fel = două triunghiuri orientate invers 
OTT amm 0) 
mee 2 P 
Ss s I N , 

2-%1-1 7.14 
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= triunghi cu dreptunghi “dreptunghi cu dreptunghi 
Qm €) IWISIŠIIIII (b 
1 
III? O III? 
1 1 
m 


— nA 


3.),1-1 6:А1-1 


Observaţie: 


Valorile 1 reprezintă momentele pe capătul barei j-k. Efectul forțelor de 
pe parcursul barei j-k se introduce ín calcul cu ajutorul factorilor 
(caracteristicilor) de încarcare ту. 


Amy М1 


Se prezentăm în continuare câteva cazuri uzuale de încărcare şi factorii 
de încărcare corespunzători (Fig. 4.3) 


pe) P [KN] Ны 
D) gii O (азиа 
| І РА A. RR T RE E 
mmm | 
umm € & a= 
nj omg e m, my = my rb 


Pab 
ть =— (I + a) 
Fig. 4.3 S gp 


Aplicánd procedeul lungimilor transformate, deplasarea A; devine: 


GEIA; 22: A- M m; + À- Mm, c A- Mm; *2-ÀA- M,- m, 


%4-т, -“т;%А-т,-т, 
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APLICA TIA 1. 


Se cere calculul deplasărilor elastice punctuale indicate, produse de forte 
la grinda din Fig.4.4 şi determinarea poziției deformate a grinzii. 


Fig. 4.4 P=20 KN 


VaVi=? 


(D РИ 
— EG (A) EI=10 KN:m 
1 3m Im 
| 


k 
| 


La calculul deplasărilor cerute se foloseşte formula Maxwell-Mohr: 


IN ШЕЛ S 


STR EI 


Calculul deplasării ул, deplasare verticală (Fig.4.5) 


SITUAȚIA REALĂ pa KN 
І-сі 
: LA © v= fm 4M = 
| 200 | ! i Calculul lungimilor transformate: 
1.223 
[KNm] 20 №з=3 
Aplicând procedeul lungimilor 
ZN transformate se obtine: 
1 
SITUAȚIA VIRTUALĂ | GEI, v, = 2-3-20-1+2-1-20-1=160 
А se ione 0,00027m = 0,27m 
6EI 6:10 


>” Aa 
pesa 
Мет и Fig. 4.5 


Din calcul a rezultat că deplasarea verticală уд are loc în sensul forței 
unitate din situaţia virtuală de încărcare. 
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Calculul deplasării v;, deplasare verticală: 


dx 
SITUAȚIA REALĂ y, = І mM — unde, 


6,67 - 
- М provine din situaţia reală de 
QA 3 4 încărcare, cunoscută deja. 


SITUAȚIA d [KNm] 
- mi provine din situația virtuală 
de încărcare, necunoscută. 
| 2 і 1 Pentru obținerea diagramei m; 
3 ы se construieşte situaţia virtuală şi 
se rezolvă (Fig. 4.6) 


2 " [KNm] Se  calculeazá lungimile 


transformate pe portiunile 1-i si i-2 


1 2 e» deoarece diagrama mi este poligonală. 
Fig. 4.6 (іс-і) 


Deplasarea А; se calculează după cum urmează: 


ОПУ Вет 2004010720430 = ad 
3 3 3 
y, = = 5555 .. 0.000089 = —0,089mm 
GEI 


Se observă că deplasarea verticală a secţiunii i are loc în sensul invers al 
forţei unitate din situația virtuală de încărcare. 

Cunoscând cele două deplasări verticale va şi v; şi fibrele întinse indicate 
de diagrama M se poate desena poziţia deformată a grinzii (Fig. 4.7) 


Vi-0.089 poziţia deformată 
P J Ул=0,27 


pk y 2 |, 1 
s i Fig. 4.7 
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APLICA TIA 2. 


Pentru grinda cu consolá si articulatii din fig. 4.8 se cere calculul 
deplasárilor indicate $1 determinarea pozitiei deformate. 


Fig. 4. KN 
g.4.8 p =10 — — 
P = 60 KN ml Va Vpb =? 


SA RA RB AO EI = 80000 KN-m? 


— M ——— 


Calculul deplasárii verticale v4 (Fig.4.9) 


Aplicánd formula Maxwell-Mohr avem: 
dx 


a) Calculul reactiunilor 


P.P. 
> x;202H,-0 
(УМ), 202 V,-4-60.2415.1-0 
V, = 26,25 KN 
(УМ), 2 -V,-4-15:5460.2-0 
Уз = 48,75 KN 


Verificare: 
Уу = 26,25+48,75—60-15=0 


b) Calculul diagramei M 


М, = 26,252 = 52,5KNm 
М,--(5-)--15КМт 
Se ştie că: 
Aa = 4, =2—> obținem 
deplasarea căutată 


6EI.v, -2-2-52,5-1-2.2.52,5-1- 


—-2.30.1- 360 
VA = a О. = 0,00075m = 0,75mm 
6-80-500 
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SITUATIA REALÁ ba р=10 EN 
"^ ml 
Ф Q Q (8) 
„5 Z 4 А 
га 2 * 2 ж l ж 3 ж 
P.S. p=10KN/m 
Ha-0 Ф (5) 
Va=15 Vs=15 
P.P. P=60 KN 
| ps 
"mo EE INNEN 
à ор 9 
V1=26,25 V3=48,75 
30 
EE — [KNm] 
52, 3 
k SITUAȚIA VIRTUALĂ 
т © 0 
A ж о — о о Ты 
А) 


= A (2) 
: [KNm] 


Fig. 4.9 шо ш к gp 9% 


Calculul deplasării verticale ур (Fig. 4.10) 


Din formula Maxwell-Mohr rezultă: 


Se observă că diagrama M este cunoscută din rezolvarea anterioară. 


Diagrama mg se obține din situaţia virtuală de încărcare. 
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SITUAȚIA REALĂ 


22, 
SITUATIA VIRTUALA 1 


© 


1 [KNm] 
um. 06 


D 
а] À 
Fig. 4.10 (Іс-!) 


Calculul lungimilor transformate şi а caracteristicilor de încărcare: 


I I 

REEL дз 
ЗРІ 3.60.4 

m,,-m,,- 82579 -90 


Calculul deplasării ур, utilizând procedeul lungimilor transformate: 
GEI. v, —2-4-30-1—4-90-14-2-1:30-1- —60 
60 


Vp ——————— = -0.000125m = —0.125mm 
6- 80000 


Se observă că deplasarea verticală vg are loc în sensul invers forței 
unitate din situația virtuală de încărcare. 


Calculul rotirii Өс (Fig. 4.11) 


Din formula lui Maxwell-Mohr se ştie că: 


dx 
ө. = [тем El 


Situaţia reală de încărcare fiind cunoscută trebuie să se construiască 
situația virtuală pentru a obţine diagrama mc. 
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PARTEA I 
Calculul reactiunilor Calculul caracteristicilor de incárcare: 
P.P. X, 20 H4,-0 2 222 
2: | m p. = 22,5 
М),-0->У.4--:1-0 
(AM) (473 Calculul rotirii Өс 
1 1 1 
у= KN —=—2.4.30-—+4-900-—— 
i= GEICA = —2-4-30.2+4-90- 
1 
(EM 702 V4 - 5-0 -24.301-3.225:1- 415 
5 
Vs=— KN 6.-- AS. —0.99:10* radiani 
12 ^ 6.Е[ 
SITUAȚIA REALĂ 


-—— 
a 


€— 


52, Е 
SITUAȚIA VIRTUALĂ 1 
D © а) 5) 
= = 
P.S. 
(4) 
ED EET 
P.P. Va4-1/3 

У1=1/12 | | ua i 


Vs=5/12 


1/3 Nm] 
sa 82255 (ma) 
[4] [1] | [1] | A 


Fig. 4.11 


Se observă cá rotirea Өс are loc în sensul antiorar. 
Cunoscând deplasările уд, ув si Өс şi fibrele întinse indicate de diagrama 


M putem trasa pozitia deformatá a grinzii date ( Fig. 4.12) 
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ув=0,125 mm 


Vost sam 00,9910 kadiani 


Fig. 4.12 


APLICA TIA 3 


Pentru cadrul din fig. 4.13 se cere calculul deplasárilor elastice punctuale 
indicate si determinarea pozitiei deformate. 


HA; VA E 
I 3m EI-120000KNm^ 


Calculul deplasării orizontale u, (Fig.4.14) 


SITUAȚIA REALĂ SITUAȚIA VIRTUALĂ 
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Se obţine deplasarea orizontală ид aplicând formula Maxwell-Mohr: 


и,= ШІЛ = de unde rezultă: 


6ЕГси = 2-3-65,625-3+ 3-5,625-3 21231875 
_ 1231875 1231875 
GEI 6-120000 


= 0,0017 Im = 1,71тт 


A 


Calculul deplasării verticale v4 (Fig. 4.15) 


SITUAȚIA REALĂ SITUAȚIA VIRTUALĂ 


1 


Știind cá: 


E [mM = , se obține: 


GEI. v, =3-3-65,625-1,5+3-3-5,625-1,5+2-1-5,625-1,5—1-2,831-1,5 2974,53 
_ 974,53 _ 97453 
GEI 6.120000 


= 0,00135m = 1,35mm 


VA 


Se observá cá ambele deplasári au loc 
in sensul fortelor unitate din situatiile 
virtuale de incárcare. 


ИА=1,71 mm 


— 4 VA-z1,35 mm 


Cunoscând deplasările ua şi v4 şi fibrele 
întinse indicate de digrama M se poate 
desena poziția deformată a cadrului 
(Fig.4.16), respectând legăturile Fig. 4.16 
structurii şi continuitatea materialului. 
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APLICATIA 4 


Pentru cadrul simplu rezemat din fig. 4.17 se cere calculalul deplasárilor 
indicate si determinarea pozitiei deformate. 


Pi =30 K 
p,-20kN P=15KN/ml poU EN 


(A) Ж 21 21 UA, Vp, Өс =? 


EI-80000K Nn? 


Fig. 4.17 2 


Calculul deplasării orizontale u, (Fig.4.18) 


Conform formulei Maxwell-Mohr deplasarea virtuală se obține integrând 


diagramele ma şi M din situaţia virtuală de încărcare, respectiv situația reală de 
încărcare. 


60 
SITUAȚIA 
REALĂ —= L ] 
+ 
Fig. 4.18.b 
| Т 23| © = 3 
Vı=0.5 SITUAȚIA VIRTUALĂ 
DE ÎNCĂRCARE (ma) 
(4) H1 
— — 


Fig. 4.18.d 
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Calculul reactiunilor (Fig. 4.18.a) 


> Х,=0= P,- H, =0= H4-P;-20KN 


(УМ), =0 >V :6+20:3-15:6:3+30:1=0 


V1230 KN 


(УМ), -0->-У,-6-20-3--30-7-115-6-3- 0 


V4-90 KN 
Verificare: > Y, =30+90-15:6-30=0 


Calculul reactiunilor (Fig.4.18.c) 
2,Х,-0->1-Н,-0->Нг-і КУ 
(У.М),-0->-У,:6-1-3-0-» 
V120,5KN 
(УМ), 202 -V,:.6:1.320— 
V420,5KN 


STRUCTURI STATIC DETERMINATE 


Calculul diagramei M (Fig.4.18.b) 

М, ,=30:6-15:6:3= —90KNm 

M, , = (20:3) = -60KNm 

(au fost reduse forțele de la DR. 
secțiunii) 

М,,--(30-1)--30КМт 

(au fost reduse forţele de la DR. 
secțiunii) 


Calculul diagramei m, (Fig.4.18.d) 
М, ,=-0,5:6=-3КМт 
M,,-0 
M,,--(-3)2 -3KNm 

( au fost reduse fortele de la DR. 


secțiunii) 


Calculul lungimilor transformate şi al caracteristicilor de încărcare 


(Fig.4.19) 


Aplicând procedeul lungimilor 


orizontală căutată: 


l 
N 
| 
O 


2 
= Мы. 


=3 


D 
ТІ 


> 
R 

II 
95) 
-| a 
I 
95) 


transformate obținem deplasarea 


GEIcu, -2:3:-90-3-3.135.3--2-3-60-3-1485 


_1485_ 1485 


HA 


6EI 6:80000 


= 0,00309m = 3,09mm 


Se observă că deplasarea orizontală ид are loc în sensul forței unitate din 


situația virtuală de încărcare. 


Calculul deplasării verticale vg (Fig.4.20) 
Aplicând formula Max well-Mohr, se obţine: 
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Se bservă cá situaţia reală ca şi lungimile transformate si caracteristicile 
de încărcare rămân neschimbate. 


x SITUATIA VIRTUALA 
ITUATIA REALĂ 
PERDA] 90 DE ÎNCĂRCARE 1 


+ 
Ен ШЕЙНИ: | нг 45 
mik =135 ^ { 
Fig. 4.20.а Fig. 4.20.b 
Fig. 4.20 


Fig. 4.20.c 


Calculul reactiunilor (Fig.4.20.b) Calculul diagramei mg 


(Fig.4.20.c) 
2,X,-0— H4-0 НЕВЕ 
л 6 
М),=0=-\-6+1-1=0 
> )4 >y | + = isis -(1-1) 2 -1KN 
ағады m, ,-0 
(УМ), 202 -V,.6«1.720— 


V4- 4 KN 
6 


Calculul deplasării verticale vg: 


GEI.v, -2-3-90-1-3.135-1--2-0,5-60-1-195 
| 195 195 
GEI 6.80000 


= 0,000406т = 0,406mm 


Ур 


Se observă că deplasarea verticală vg are loc în sensul forței unitate din 
situația virtuală de încărcare. 


Calculul rotirii Өс (Fig. 4.21) 
Conform formulei Maxwell-Mohr, rotirea 6c este: 


dx 


6. = |т„м 
| EI 
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Diagrama reală M, lungimile transformate şi respectiv caracteristicile de 
încărcare (Fig. 4.19), fiind cunoscute din rezolvările anterioare se va construi 
numai Situația virtuală de încărcare (Fig. 4.21). 


SITUAȚIA REALĂ 


[KNm] 


SITUAȚIA VIRTUALĂ 
e» (2) @ 
M 1=1/6 


i 1 
Fig. 4.21.b a | (à) 
A На 
Fig. 4.21 ГЕТА 


Aplicând procedeul lungimilor transformate se obţine: 


6EIc-0c22.3-90-1 - 3.1351 + 3.3-30-1 = 405 
бс-0,000843 radiani 


Se observă că rotirea secțiunii C are loc în sens orar. 

Cunoscând deplasările calculate anterior (ид, vp, Өс ) şi fibrele întinse 
indicate de diagrama M se poate desena poziția deformată a cadrului, respectând 
legăturile structurii şi continuitatea materialului (Fig.4.22). 


u4-3,09 mm 


| vs=0,406 


0c=0,843 • 10 Sadiani 


Fig. 4.22 
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APLICATIA 5 


Pentru cadrul din fig. 4.23 se cere calculul deplasárilor indicate si 
determinarea pozitiei deformate. 


3 0 A» HB= ? 
EI-100000 KNni? 


Fig. 4.23 ; 6 | 


Calculul rotirii 04 (Fig.4.24) 
Se utilizează formula Maxwell-Mohr: 


dx 
Ө, = f uM 


STR 


10 


SITUAȚIA REALĂ — , |, KN — SITUATIA VIRTUALA DE ÎNCÂRCARE 


ml 


P=20 KN 1 


Fig. 4.24 (т) Fig. 4.24.с 
P 10.6 
m,_, =m,_, = E 1 - б =90 
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Aplicánd procedeul lungimilor transformate se obtine: 


GEI, 8, = 3-3:60-1+2:3-60-1+3-90-1=1170 


_ 1170 


0, P = 0,0117radiani 


Se observá cá rotirea sectiunii A are loc in sensul momentului unitate, 
adicá orar. 


Calculul deplasárii orizontale ug (Fig 4.25) 


Deplasarea orizontală ив se calculează folosind formula Maxwell-Mohr: 


unde M este diagrama de moment reală cunoscută din calculul rotirii 04, iar mg 
este diagrama din situaţia virtuală de încărcare care trebuie rezolvată. 


SITUAŢIA REALĂ SITUAŢIA VIRTUALĂ DE ÎNCÂRCARE 


Fig. 4.25.a Fig. 4.25.b 


Deplasarea orizontală ug rezultă: 


GEIcup --2:3-60-3-3-3-60-3-3.-90-3--3510 
3510 


Ир = ———— = —0,00585m = —5,85mm 
6EI 


Se observă că deplasarea orizontală up are loc în sens invers forței 
unitate din situația virtuală de încărcare. Cunoscând deplasările 04 si ив şi fibrele 
întinse indicate de diagrama M se poate desena poziţia deformată a cadrului, 
respectând legăturile structurii şi continuitatea materialului (Fig.4.26) 
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Fig. 4.26 


Ө 0.0117 


radiani UB- TEST 


4004 


Deplasări punctuale produse de cedările de reazeme la structurile static 
determinate 


Cedările de reazeme sunt consecinţa celorlalte încărcări de pe structură. 

Structurile static determinate au număr minim de legături necesare 
asigurării invariabilitátii geometrice. 

În timpul cedării unui reazem acesta nu funcţionează, structura devenind 
mecanism. Mecanismele se deplasează fără deformarea barelor, deci fără apariția 
eforturilor sectionale. În concluzie la structurile static determinate cedările de 
reazeme nu produc eforturi (Fig.4.27). 


SI SA fn 


Ar (cedare de reazam) N,T,M-0 == 
Fig. 4.27 


Deplasările produse de cedările de reazeme se calculează cu ajutorul 
relației: 
A;c-- n, unde, 


Ar — reprezintă cedările reale. 


ғ; — reprezintă reactiunile din situaţia virtuală de încărcare, cunoscută din 
formula Maxwell-Mohr. 


APLICAŢIA 6 


Pentru grinda din figura 4.28 se cere calculul deplasării punctuale 
indicate produsă de cedarea de reazem şi reprezentarea poziției deplasată: 


Fig. 4.28 (D (2) (3) ; 
LS T Y 
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Deplasarea verticală vs se calculează folosind relația: 


Vac --У/қ-А, ; 


Reactiunile уз se obţin din situaţia virtuală de încărcare (Fig.4.29). 


SITUAȚIA VIRTUALĂ L 
1 
— £ —MÀ 
Vi=— 5 
| * № Fig. 4.29 
У x, =0—=Hi=0 
(УМ), =0—-V,:4+1=0 йт 
KN 
(È M) 202 -V,-441.520 


у=? KN 
4 


Reactiunile din situaţia virtuală sunt Ну, И, si V2. 


Vie <> ҺА, = —(-У, :А,) = +15 = 6,25тт 


Observaţie: produsul p,-A, este pozitiv dacă reacţiunea şi cedarea de 
reazem au acelaşi semn. 


Se observă că deplasarea vac a rezultat pozitivă, ceea ce indică că 
deplasarea are loc în sensul forţei unitate din situtia virtuală de încărcare. 


Poziţia deplasată a grinzii este reprezentată în figura 4.30 . 


Pas А ,=6,25 mm 


"E 
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APLICATIA 7 


Pentru cadrul din fig. 4.31 se cere calculul deplasárilor punctuale 
indicate produse de cedárile de reazeme si reprezentarea pozitiei deplasate: 


E ү 


(2) Ar =4 mm 


U=? 


| 4 k Fig. 4.31 


izontală uz š folosind relaţia: ue = Уу, 
Deplasarea orizontală u, se calculează folosind relaţia: u, c A, 
unde ғ; reprezintă reactiunile din situația virtuală de încărcare ( Fig.4.32). 


SITUAȚIA VIRTUALĂ DE ÎNCÂRCARE 


3) 


| Vs=— =0,75 

3 Reactiunile r> sunt: Hi, V, si V3. 
Aplicând formula de calcul obtinem: 
usc =-=) nA, =—(-У,:А,) = +0,75:4 = 3mm 


Poziţia deplasată a cadrului este prezentată în fig.4.33 


U»c- 3 mm 


TI 
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PARTEA all ` 
STRUCTURISTATIC NEDETERMINATE 


CAPITOLUL 6 
METODA FORTELOR 


Metoda forțelor (M.F.) este o metodă de rezolvare a structurilor static 
nedeterminate. 

Structurile static nedeterminate au legături suplimentare faţă de numărul minim 
necesar asigurării invariabilitátii geometrice, deci şi forte de legătură suplimentare. 
Pentru determinarea acestora nu sunt suficiente ecuaţiile de echilibru static, chiar 
dacă forțele se raportează la poziția nedeformată a structurii. Se Consideră structura 

p din fig. 6.1 încărcată cu forte. 


[133 111] Aplicánd relatia care permite stabilirea gradului 
P I de nedeterminare statică se constată că structura 


este de trei ori static nedeterminată. 
Fig. 6.1 


п= М№=1+г- Зс =0+6-3:1 = 3. 


Aceasta înseamnă că există trei legături suplimentare în structură, rezolvarea acesteia 
nefiind posibilă numai cu ajutorul ecuațiilor de echilibru static. Se demonstrează cele 
afirmate anterior punând in evidenţă forțele de legătură din reazeme în număr de şase, 
în timp ce pentru un corp în plan se pot scrie numai trei ecuaţii de echilibru 
independente (fig. 6.2.). 


B Numărul forţelor de legătură necunoscute este: 
P Nnec -6 Ç 
— Ms Numüárul ecuatiilor de echilibru independente 
HA (а, Hg Posibil de scris: 
——» Ma < Nec = 3 

Iv. |у» Rezultă n = N = Nc - Ne= 6 - 3 = 3 (q.e.d.) 
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Prin urmare pentru determinarea fortelor de legáturá din legáturile 
suplimentare trebuie sá apelám si la conditia de compatibilitate a deformatei structurii 
cu legăturile sale. Metoda de rezolvare se numeşte metoda forțelor (M.F.) şi se 
bazează pe cunoaşterea rezolvării structurilor static determinate. 

Astfel prin eliminarea legăturilor suplimentare din structura reală (în număr de 
trei, vezi fig. 6.1) se obține o structură static determinată, încărcată cu forţele 
exterioare date şi cu forțele de legătură corespunzătoare legăturilor eliminate, 
necunoscute (fig. 6.3). Această structură se numeşte sistem de bază (S.B.) si va fi 
folosit pentru rezolvarea integrală a structurii inițiale. Pentru structura dată se pot 
obţine, teoretic, o infinitate de sisteme de bază prin eliminarea a trei legături interioare 
sau/şi exterioare (fig. 6.3). 


Sistemele de bază propuse sunt toate 
static determinate, invariabile geometric şi 
respectă condiţia de echilibru static (conform 
axiomei legăturilor, legăturile suprimate au 
fost înlocuite cu forțele de legătură 
corespunzătoare, necunoscutele problemei). 


p a CAT bu n 
S.B: Se constată însă cá deformatele 
5 PENES sistemelor de bază diferă de poziția 
— deformată a structurii reale. 


< A . 
Х.н, Astfel la S.B, în secțiunea A 


CADRU SIMPLU | П" x : 
REZEMAT = rotirea este liberă, iar în secțiunea B 
a) rotirea si deplasarea orizontală sunt 
p posibile. In structura reală însă aceste 
S.B; deplasări sunt nule (avem încastrare în A 
P şi B). Rezultă că trebuie să se impună 
=s sistemului de bază condiția ca deformata 


lui să respecte legăturile structurii reale, 


Xs=Me : adică să fie compatibilă cu structura reală. 


Xi=MA 


CADRU TRIPLU Se obțin în acest mod trei ecuaţii de 
ARTICULAT condiție, care vor permite determinarea 
b) p valorilor forţelor de legătură necunoscute 
şi rezolvarea problemei. 
Өд +0 
Өв +0 
В p 1а! S-Bi 
= u 
CADRU COMPUS Z— à: Н» B 
с) Fig. 6.3 
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dar, 
04-0 
Өв =0 l]a STR. REALĂ 
up = 0 


Sistemul ecuaţiilor de condiţie, obținut prin aplicarea simultană a principiului 
superpozitiei şi a principiului proportionalitátii sistemului de bază S.B, încărcat cu 
forţele exterioare şi cu forţele static nedeterminate necunoscute va fi: 


A; —0, -д,Х, +óÓ,X,+ó,X, +A =0 
A,=0,=ó,X +óÓ,X,+óÓ,X,+A,, = 0 
А, =u; =X, +ó,X,+óÓ,X,+A;,, =0 


Rezolvând sistemul ecuaţiilor de condiție obţinem forțele de legătură 
necunoscute X;,X» $1 X5 : 
Xı = МА; = M; ; Хз = Нв 
În continuare, pe S.B, fiind cunoscute toate forţele exterioare se pot calcula 
reactiunile şi trasa diagramele de eforturi sectionale N, T şi M. 
În cazul sistemului de bază S.B; (fig. 6.3.b) se observă că deplasările 
corespunzătoare legăturilor suprimate din structura reală sunt posibile: 
0,20 0,20 020. 


Impunánd condiţia ca deformata sistemului de bază S.B; să fie compatibilă 
cu legăturile structurii reale se obține sistemul ecuaţiilor de condiţie, care va permite 
determinarea forțelor de legătură static nedeterminate necunoscute: 

A, 20, 2à,X, + à, X, + Ó,X,- Ay, =0 AraM; 
A 9555 Xi XU pd XA Dp сез 0 Me 
А, 28, = 8, X, +ó,X,+ó,X,+A, 70 dca 


Pentru sistemul de bază S.B; (fig. 6.3.c) sistemul ecuaţiilor de condiţie va avea 
forma: 


A, 20, =X, +X, +ó, X, c A,, =0 X = М, 
A,=0,=ó,X EO,X, T0, X 4A, =0 > X, =M, 
A, =u, =X, +Óó,X,+óÓ,X,+A,, =0 X, =H, 


În concluzie se constată cá în metoda forţelor ecuaţiile de condiţie exprimă 
compatibilitatea deformatei sistemului de bază folosit pentru rezolvare cu legăturile 
structurii reale. Se subliniază de asemenea faptul că sistemele de bază folosite trebuie 
să fie static determinate, invariabile geometric şi uşor de rezolvat. 
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GRINZI CONTINUE 


APLICAȚIA 1 
Se propune rezolvarea grinzii continue din fig. 6.4. utilizând metoda 
fortelor, trasarea diagramelor de eforturi M, T si a pozitiei deformate a grinzii. 


p[KN/m] 


8l 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 
n=N=l+r-3c=0+4-31=1 


Se va utiliza S.B obținut prin eliminarea legăturii corespunzătoare momentului 
încovoietor din secțiunea 2. Sistemul de bază astfel obținut este format din două grinzi 
simplu rezemate: grinda 1-2 şi grinda 2-4. 


Ecuația de condiție va fi: 


A Eg 
A, 2 Ó,X, t A,, =0 
2 2 
ma =m, = P = = 180 
ты =т„ oT e TT 1; 


Se observă cá diagramele МЕ şi m, se trasează foarte uşor pe sistemul de bază 
ales deoarece grinzile simplu rezemate componente lucrează independent, preluând 
numai forte direct aplicate asupra lor. 


GEI6, = 6EI [т Z 


Ф 5.6.1 42.45-1 221 
EI 


GEIA,, = 6EI |m M, = = 


=6:180:1+4,5:135:1= 1687,5 
21Х,+1687,5 =0 = X, = М,--80,357КМ-т 
М =M, +m: X, =M, +m (80,357) 


Calculul forței tăietoare (Fig. 6.4.а) 
KN 


р=20 mi 
80,357 (ХМ), 20— V, ,:6—20:6:3+80,357 =0 
D 279,643 
= = 46,61К 
E 6 Q Mac m 6,61KN 


(EM), 202 -V, ,:6+80,357+20:6:3=0 
У12=4601  vi1— 73,39 —— 40357 


2-1 


= 73,39KN 


46,61 Т, 246,61-20- x, =0 > x, = 2,33т 
à | 
rr М. —4661.233- 20.277 = 5431KNm 
X0=2,33m e 2138 
Fig. 6.4.a Í 
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80 
(EM), 20V, ,:4,5-80,357 -80-2,225z 0 | 
260,357 2 @ 
Va = Ec 5T.86KN 
| 57 
(ХМ), =0 -V, ,:4,5480-2,25 - 80,357 20 80,3 2 Э. 2,25 
99,643 
атаны ЕЕ 4 = 57,86 
/ 57, 86 V4-2 = 22, 14 


M ,=—(-22,14.2,25) = +49,815 КМ :m 


Determinarea pozitiei deformate (Fig. 6.4.b) 
Se vor calcula deplasarile vs si Ө». 
Va ] М.т, x 
6EIv, = 2,25: 80,357-1,1254- 2: 2,25- 49815- 
-1,125+ 2- 2,25- 49815-1,125 = 300973 
v, = 50162: 5 [m] 
0, = | М т; 
6E10, = —2 :6:80,357:1+6:180:1= 115716 
Ө, —19286- 7; [radiani] 


Verificare M 


6EIv, -2-6-4,5-80,357-6-180-4,5- 
--2.4,5-4,5-80,357-4,5.135-4,5- 
=+7593736— 7593,75 = —0,014 

€ = 0,00018 <1%. 


APLICAȚIA 2 


Se propune rezolvarea grinzii continue din fig. 6.5 utilizând metoda 
forţelor, trasarea diagramelor de eforturi M, T şi a poziției deformate a grinzii. 


п= М№=1+г- 3с= 0+ 5 - 3:1 = 2 
GRINDA ESTE DE DOUĂ ORI STATIC NEDETERMINATĂ 


Se va utiliza S.B. obţinut prin eliminarea legăturilor corespunzătoare momentelor 
din dreptul reazemelor intermediare 2 şi 3. 
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Fig. 6.5 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


741141141 


ШИШ Іні 


VA = 175,78/EI 
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Sistemul ecuatiilor de conditie: 
Av 0 
A Eg =0 
A,-Ó,X, t Ó,X, +A =0 
A, =ô X, +ô X, +А,, =0 


Se observă că pe S.B ales, format din trei grinzi simplu rezemate care 
lucrează independent între ele, este foarte uşor să se traseze diagramele My, m; 51 m». 


20.5 


= 125 


Miz =m; mH 


2. 
60-5 —375 


I, = Т = 


6EIÓ, =6EI |m # 22.5. «2.5. =20 
6EIÓ,, = 6ЕІ5, = 6EI |m m, & 25.1.1-5 
6EIÓ,, = 6Е1| т; & 22:5. «2.5. V = 20 


6EIA p = 6EI |m : M, & =5.125-1+5:375:1= 2500 
6EIA,, = 6EI | m, M, = 5:375:1+5:125:1= 2500 


X, = X, --100KN -m 


20X, - 5X, £ 2500-0 
5X, +20X, +2500=0 


ml 100 00 mr T 


рр 
D 5 - (9 5m © 


У12= 30 У21-70 V2-3 = 150 V3-2 = 150 


30 150 

р. ЕО Sims. D 

хо=1,5т © _хо=2,5ш Q ASA 
70 
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Calculul diagramei T (Fig. 6.5.a) 


Bara 1-2 Bara 3-4 


(EM), 20— V, ,-54100-20-5-2,5-0 
= 00RN (EM) -0->Уҙз:5-1004-100-60-5-2,5-0 
vo 

Үз - Vy. 2 -150КМ 
(EM), 205 -V, ,:5+100+20:5:2,5=0 m d c 


-150-25-100- 60.25. = 
v, e = TOKN ° М nax 7150 2,5 100-60 2 =87,5 


1,5? 


“М,,-30:5-20.-5--22,5 


OBS. Încărcarea exterioară fiind simetrică, grinda continuă se comportă 
simetric. Prin urmare diagrama M şi deformata rezultă simetrice, iar diagrama 


T antisimetrică. 


Determinarea poziţiei deformate (Fig. 6.5 şi 6.5.b) 
Se va calcula deplasarea verticală ул. 


6Elv, = 6ЕІ| M «m; & = 


a EI ж 
= [-2,5 -100 - 1,25 + 2 - 2,25 - 87,5 - 1,25 + 
+ 2,5 -93,75 - 1,25] 2 = 1054,6875 
Va 7175,78 L. 125 
(93,75) (93,75) (93,75) (93,75) (ву) 
2 СТА 
тә а =та = 923. 293,75 A A 
Fig. 6.5.c 


Verificarea diagramei M 


5 1 
бЕҺ, =GEI[M -m = | 


= 2.5.100.5—5.125:5+3.5:100.5—5.375.5= D Q = OG 
= 12500 —12500 = 0 > £ = 0%. 
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CADRE STATIC NEDETERMINATE 


APLICA TIA 1. 


Se propune rezolvarea cadrului din Fig. 6.6 utilizând metoda forţelor, 
trasarea diagramelor de eforturi M, T, N şi determinarea poziției deformate produsă 
de forţele exterioare. 


Stabilirea gradului de nedeterminare 
statică: 
п= М=1+г-3с = 0+4-3:1 = 1 
Structura este о singură dată static 
nedeterminată. 


Fig. 6.6 


Alegerea sistemului de bază (Fig.6.6.a) 


Se propun două sisteme de bază diferite. Rezolvarea se va face folosind 
S.B,. 


CADRU SIMPLU 
REZEMAT 


CADRU COMPUS 
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Ecuatia de conditie pentru S.B, este: 
A =v, =0>4 =ó,X A, =0 


Rezolvarea S.B, 
Acţiunea forțelor exterioare pe S.B;: Мк (Fig. 6.6.b) 


Fig. 6.6.b 


90 


(ÈM), 202 -V,-4-30.4.24*15.3«415.32 02 V, -37,5КМ 
(ZM), 202 -V,:4+30:4.2+15:6=0= V, =82,5KN 


Acţiunea necunoscutei X,-1 pe S.B, : m, (Fig. 6.6.c) 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Calculul lungimilor transformate si al 
factorilor de incárcare 


(ХМ) -0->Уҙ:4-1-4-0 
1 Мә = Apa =3:1=3 


Уз =1 i 
_ _ I _ 
УХ,=0= Н =0 аа ж. 
EM): 202 V, .4=0 
(ХМ )з 1 _ p^ _ 304 19 
y 20 ПОЗЕ , ир и 


Calculul coeficientului necunoscutei şi a termenului liber din ecuaţia de 
condiţie: 


GEIc6, = 6EI |m & =2:4:4.4+6:3:4:4+2.2.4.4=416 


GEIA,, -6Е|т,-М,%--2.2.90-4-2-120-4-3-3-45-4--4020 


Rezolvarea ecuaţiei de condiţie: 
416Х,-4020-0-> X, =V, -9,66КМ 

Calculul momentului final M (Fig.6.6.d) 
M -M,*m-X,-M,4m,-9,66 


Fig. 6.6.d 38,64 


45 


45 


51,36 (M) [KNm] 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Verificarea diagramei M (Fig. 6.6.e) 


Se va verifica dacá rotirea relativá in nodul 4 este zero. Pentru aceasta se va 
utiliza S.B», cadru static determinat. 


rel _ rel _ cam dx 
Өт 2028; -[M.miz 


Situatia virtualá pentru 


. . . ° 
determinarea diagramei тд. 


= 6E1.0;" =6EI | M m, = 
=—2.2.51,36-1—2-120-1—3.3-6,36-1+ 
+3-3-38,64-1+2-2-38,64-1= 
= —502,68 + 502,3 = —0,38 

— 502,68 + 502,32 
£- -100% = 0,072% 

-502,68 

€ «196 


Fig. 6.6.e 


Calculul diagramei T (Fig. 6.6.f) 


4 — 25 38,604 — 38,64 
Q T,- 15 KN (4) Т,- 15 КМ | 
| "$6 . 6 
3 Xa 4 
T, = Т, =15 KN 
(D сиг 2): a аш s -9,66 T =T | 
6,36 y — —s—M_M 45 54 45 
4 
T5, = 45 = 15 KN Juss 520125,0 =15 KN Tas = 38.64 =9,66 KN 
Fig. 6.6.f 
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PARTEA A II-A 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


KN 
51,36 p-30 ml (ЕМ)з 202 V34-4 5136 30:4:2=0 
ПІП 
2 4 9 Уз = 18864 _ 4716КМ 


4 


V23 = 47.16 V32 = 72,84 


47,16 
EN 


_ 291,36 


| Va = 72, 84KN 


I FTT 4 
eH ЖІ 
- б 
T, 74716 —30- x9 20— | xo -1572т 


72,84 


Fig. 6.6.f 


M max = 47.16 -1,572 + 51,36 — 30. 


38,64 


45 


51,36 


(M) 


1,5722 
2 


= 88,43KN -m 


M = 88,43 KNm 


[KNm] 


CM) =0 > -V32 -4+30-4-2+51,36=0 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Calculul diagramei N (Fig. 6.6.g) 


NOD 4 NOD 2 
а = 9,66 
P= 15 | Tas = 9,66 Ta-15 


N23 = 0 
[N23 = 0 = 
T42 = 9,66 T21 = вв [es = 47,16 
E" 


| №2 = 9,66 Fig. 6.6.8 = 37,5 


XX; =0> N23 —15+15=0 УХ; =0= +15 – 15 + N55 -0 


2X, 205 966- Ny 2-0 


ХХ; =0— Ni, + 9,66 — 47,16 


Determinarea poziţiei deformate (fig. 6.6.h) Мі =37,5 


Se vor calcula deplasárile orizontale din reazemele simple 3 si 5. Se va 
utiliza S.B, in situatia virtualá de incárcare. 


u5 = [M -m9 4 us = [m$ &. 


3 ED 5 EI 


Situaţia virtuală pentru calculul deplasării uz 


GEL.u, = 6EI | mM & = 
= 2.3:45.3+2:2.51,36:3+2:120:3 
= 2146,321 
и, —351,72- d; 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Situaţia virtuală pentru calculul deplasării us 


6El¿us = 6EI [m$ M @ = 
=2.3.45.3+2:2:51,36:6+2:120:6+ 
*2.3.636.3-3.38,64.3— 

= 3249,36 


us = 541,56· 1- 


OBS. Nodurile 2 şi 4 se translatează şi se rotesc. Rotirile Ө, şi Ө; nu аи 
fost calculate, desenarea poziţiei deformate fiind posibilă prin respectarea legăturilor 
exterioare şi fibrelor întinse indicate de diagrama M. 

Calculul reactiunilor R (fig. 6.6.i) 
Cunoscând diagramele de eforturi T şi N este posibilă determinarea 


reactiunilor cadrului dat. 


P=15 
— 


4 (5) | 
Vs = Т54-9,66 
KN 

p = 30 NE 


Q Ф 


Уз = sona] 


Hi = 15 =Tp 
— 


Ф 


Fig. 6.6.1 Ë decus 


Se propune determinarea diagramei de moment M utilizând şi S.B;. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


APLICAȚIA 2 


Se propune rezolvarea cadrului static nedeterminat din fig. 6.7 utilizánd 
metoda fortelor, trasarea diagramelor de eforturi M, T, N si determinarea pozitiei 
deformate produsă de forţele exterioare. 

KN 


p=25 р 


уу утууут 


Stabilirea gradului de nedeterminare statică: 


N=N=l+r-3c=2+5-32=1 
STRUCTURA ESTE O SINGURĂ DATĂ 
STATIC NEDETERMINATĂ. 


Alegerea sistemului de bază: (fig. 6.7.a) 


Se propun două sisteme de bază diferite: S.B, şi S.B2. 
Se va rezolva structura utilizând sistemul de bază S.B, 


KN 
A / 225... 
р-25 m 


p 
Га ЖЕКЕЕЕЕЕЕШЕН 


Р.Р. 
dă Cadru compus PES Cadru triplu articulat 
«Орр Fig. 6.7.a 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Ecuatia de condiţie pentru S.B;: 
Дү =u] =0 AJ = д11 “Х| + Alp = 0 


Rezolvarea sistemului de bază S.B,. 


Acţiunea forțelor exterioare pe S.B; : Mr (fig. 6.7.b) 
Fig. 6.7.b KN | KN 
ig. 6.7. mcr R-300 25> 


Viri rrrrrryr (7) ЖЕЛЕКТҮҮ 


> X.=0= H;=0 
OM) -0->У:6-120-3-0 


V, =60KN 
(УМ), =0=-V,.6-120.9+60-12=0 
360 _ 


V, = —— --60KN 
6 


OM) -0->-У;-6--300-6--60:12-0 


V, = 420KN 
Verificare: У.У.-60--420-120-300-60-0 
Acţiunea necunoscutei X, = 1 ре S.B;: m, (fig. 6.7.c) 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


OM -0-У):6-І.4-0 


"E 
3 


(УМ), 202 -У, :6+2-12=0 


(УМ)? =0>V, :6+1.4-2-12=0 
V. =2 


Calculul lungimilor transformate si 
al factorilor de incărcare 


mj, = Mp = 8 = 8 — = 270 
p? 5.6 

HC in 4 = 225 
p 25-6: 

ns, 75 = ышк = 225 


Calculul coeficientului necunoscutei бі si a termenului liber Дір 


GEL,5, -бЕ [mi 4%-2.4.4.4%2-3.4.4%2-3-4.4%2-4.4.4%2-304-8-8- 


= 837,12 


GEI, A, = ЕП [m, М, =-3-.270:4-2-.3.810.4+3-225-4-2-3⁄04-810-8+ 


+ 3,04 · 225 - 8 = —53906,4 
Calculul necunoscutei X, = Н, 


837,12 X; — 53906,4 = 0 > X; = Н, = 64,395 KN 


Calculul momentului final M (Fig. 6.7.d) 
Se va utiliza simultan principiul superpozitiei si al proportionalitátii: 


M-M,-«m-X,-M,-cm,-64,395 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Fig. 6.7.d 


Verificarea diagramei M (Fig. 6.7.e) 


Se va verifica dacá deplasarea verticalá v;, din sectiunea 7, rezultá zero. 
Pentru aceasta se construieşte situația virtuală de încărcare , cerută de formula 
Maxwell-Mohr, pe sistemul de bază S.B». 


Fig. 6.7.e 4 
3 
Ө) © © 3 
3 
(D (6) 


GEIy, 2—2.4.3.257,58—2.3.3.257,58- 3270-34 2-3. 3.552,42— 
—2.225.3—-2.4.3.257,58 + 2-3,04-6- 294,84 — 3,04 225.6 = 
= —23129,28 + 23129,323 > £ << 1% 


Calculul forţelor táietoare T (Fig. 6.7.f) si al forțelor axiale (Fig. 6.7.g) 


257,58 
? В 2-4 120 
STT = z (УМ), =0= У, :6- 257,58 –120:3=0 
257,58 @ 
е таны сы | 617,58 
4m 257,58 Yu => 6 = 102,93KN 
V24 = 102,93 
Tia = T> Va =1707 (УМ), 202 -Vp:6+120-3—257,58=0 
D IL ee 102,93 ПП 102.42 
Ф _ 102,42 _ 
Вага 1-2 Fig. 6.7.f, їй 2. Va = — e =17,07KN 
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PARTEA A II-A 


Bara 4-5 


25 EN 
ml 


- 
V45 = 17,07 


V54 = 167,07 


17,07 


257,58 
© 
Т56= eun 64,395 
4m 
Te - T z 
@ £ % Fig. 6.7.f, 


(УМ), =0> V4 :6-25.6.3+552,42= 0 


y = 10202 = —17,07КМ 
6 


© M), -0->-У;,:6-552,42-25-6:3- 0 


V, = 1095-157 97 kN 
6 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Bara 5-7 


294.84 


{5 


Узт = 124,14 


V75 = 25,86 


122,40 
n Sg D 
хо=4,966 


424 


siva 


= 0,164 


1 
6,0827 
OM), 202 V; 6-29484-25.6.320 


yos 4553 Lone 
6 


(У.М),-0->-У,:6%25-6-3-29434-0 


y, = 15516 15 86KN 
6 


Т, = Va -cosa = 124,14:0,986 = 122,40KN 
Т, = —V,, cosa: = —25,86- 0,986 = —25,497 KN 


Т, = Va `СО5@— 25: x: cosg = 0 
Xy EUM 4,966m 
25 
4,966? 


M... = 12414: 4,966 — 294,84 — 25. Е < =13,37KNm 
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PARTEA A II-A 


кезт] „ы 
DE di 


STRUCTURI STATIC МЕРЕТЕКМІМАТЕ. 


Ny = -V,, -sin a = —124,14 -0,164 = —20,42KN 
Nos = +У,, -sin a = 25,86:0,164 = 424KN 


| 


@ Ts4 = 167,07 x = 20,42 
O [Ns4 = 64,45] | (5) T57 = 122,40 
—— №75 [ra Ren] a 


Fig. 6.7.82 


T56 = 64,395 
№ = 291,33 
NOD 2 
> X, 209 N; – 64,395 —20,42-0,986+122,4:0,164 =0 T24 = 102,93 
N 54 =" 64,45 KN 2 == 64395 
Y Y, =0 => М, — 167,07 – 20,42 -0,164 — 122,5 -0,987 = 0 аса 
N56 = 291,33 KN hu Ta = 64,395 
№ =Na. =- 64,395 KN = Nas Fig. 6.7.03 N21 = 102,93 


N54 = Nas = 64,395 KN 


AO 
Ma 1 3,37 KNm 


Fig. 6.7.h 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 
Trasarea pozitiei deformate (Fig.6.7.h) 


Se calculează două deplasări : уд şi ив 


Fig.6.7.h; 


Situaţia virtuală pentru v4 : ma (Fig.6.7.h;) 


Fig.6.7.h; 


(A) 


6EIv, -бЕ тім = = 2-3.6.552,42-3.225.6--2-3,04.6-294,84--3,04.225-6 = 30696,883 


YA -511614.— [n] 


Situaţia virtuală pentru ug : mg (Fig.6.7.h3) 


Fig. 6.7.h 


6Elu, = 6EI | m; - M = = 2-4- 257,58 -4— 2 -3,04 - 294,84 - 4 + 3,04. 225 - 4 = 3808,05 


up = 280803 — 654.675. 1 [m] 
6 EI 


APLICAȚIA 3 


Se propune determinarea diagramei de moment M pentru cadrul din fig. 6.8 
în trei ipoteze diferite de încărcare, utilizând metoda fortelor. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


p=40 KN/ml 
Y3 Y VY Vy VY V V Y Y Y Vy V Y vy FOREN 
2] 2] Zç 7 21 21 A 
I 4 I 4 
Е 1,5 2 6m - La 15 аи 6m ui 
a) b) 
p-40 KN/ml 
КАКА ТЕ ЫРБЫ E ID ES 
(07. 2 71 
I 4 
Fig. 6.8 
6 1,5 e 6m -| 
c) 
Ipoteza a) de încărcare 
p=40 KN/ml 
Dj pp API) Ta L TT TA TT 4 Stabilirea gradului de nedeterminare 
statică: 
N=1l+r-3c=0+4-3-1=1 
4 


CADRUL ESTE O SINGURĂ DATĂ 
STATIC NEDETERMINAT. 


Alegerea sistemului de bază (Fig.6.8.a,) 


Se propune S.B, obţinut prin eliminarea legăturii exterioare din reazemul 
simplu vertical din secțiunea 4. 


р-40 KN/ml 
EY Y yy y y yw v yw v v yy v v vy (4) 
2 @ 


Fig. 6.8.а1 
(1) S.B. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 
Ecuatia de conditie: А, == 0 А, =ó, PAL, -0 


Rezolvarea sistemului de bază S.B: 


Acţiunea forțelor exterioare pe S.B; : My (Fig.6.8.a?) 


720 
р-40 KN/ml р-40 KN/ml ii 
LY Y Y Y Y Y Y Y y biv ENRENPPERERENETE 
o |@ о о | OR 
@) М.=675 m 
еше м) 


Fig. 6.8.а; } V.=300 KN 


Acţiunea necunoscutei xi = 1 pe S.B, : m, (Fig.6.8.a3) 


102 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Calculul coeficientului necunoscutei ór si al termenului liber Aj; 


GEIÓ,, = 6EI [mi 5 —6:4:6:62:3:6:6- 1080 


GEIA, , = 6EI | mM , S = —6-4-675-6—2-3-720-6+3-360-6 = 116640 


Rezolvarea ecuatiei de conditie 
1080X,—11664020 = Хі-108-уУ; 
Calculul diagramei finale M (Fig.6.8.a4) 


M = My +m X, =M, +m,-108 


720 2 Fig. 6.8.а4 


648 


675 


+ miX = 
(мг) [KNm] 
648 gi 


Verificarea diagramei de moment M, (Fig.6.8.as) 


Se va calcula rotirea din încastrare 0, , care este zero. Se va utiliza, în situația 
virtuală de încărcare, structura static determinata de mai jos. 


Situaţia virtuală de încărcare 


: (m°) Fig. 6.8.as 


6ЕІ0, = 6EI | mM = 
EI 


6EI0, --6-4-27.1-2.3-72.1--3.360-1--1080--1080-0 
є=0 % 


103 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Diagrama M pe structura datá Calculul Max pe 
în ipoteza de încărcare a este: bara 3-4 (Fig.6.8.a,) 
72 EN 
p=40 nf 
45 72 (2) 
М...=145,8 KNM | (3) 
6m 
== V34 = 132 V43 = 108 


132 
Ф 
(м) Хо-3,3т | k т 
Fig. 6.8.a4 Fig. 6.8.а; 108 


(УМ), =0=V,,:6-72-40:6:3 


y oed x 
6 


27 


(УМ), 202 -Vp :6+40:6:3-72=0 => 
uu Cauti RN 

6 
Т,-132-40-х,-0-> х-33т 


2 
М,.,-132:33-72-40.54 


= 145,8 KNm 


Pentru reducerea volumului de calcul se уа 
Ipoteza b) de încărcare (Fig.6.8.b) folosi tot sistemul de bază S.B,, utilizat in 
cazul de încarcare anterior. 


P=30 KN Р-30 KN 
— 


Fig. 6.8.b 


Ecuatia de conditie: A, =v, =0=A =ó, X +A, =0 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Rezolvarea sistemului de bazá 


Actiunea fortelor exterioare Acţiunea necunoscutei Xi=1 
(Fig. 6.8.b;) (Fig. 6.8.b3) 


P230 KN 
— 


Fig. 6.8.b; 


(мг) Fig. 6.8.b; (m) 
6 


Calculul coeficientului necunoscutei 611 si al termenului liber. 


120 


Coeficientul бі este cunoscut din cazul anterior. 


6ЕІб,, = 6EI | т) х _1080 
ЕІ 


GEIA,, = 6EI | т ‚м, = —3:4-120:6= -8640 


Rezolvarea ecuaţiei de condiţie: 
1080X;-8640 = 0 —X128- V4 


Calculul diagramei finale M, (Fig.6.8.b4) 
M,=M,+m.-X =M, +т, :8 


48 48 


@ 7 Баю" 


Fig. 6.8.b4 


120 


Verificarea diagramei M (Fig.6.8.b;) 


Se va calcula rotirea din încastrare, care este zero. Se va utiliza în situația 
virtuală de încărcare, structura static determinată din Fig. 6.8.05: 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Situatia virtualá de incárcare: 


0, = [m Zo 


GEIG, =—3-4-72-1+3-4-48-1+2-3-48-1= 
= —864 +864 = 0 


Fig. 6.8.bs 0% 
€= U⁄% 


Diagrama M, va fi: 


Fig. 6.8.b4 


Ipoteza c) de încărcare (Fig.6.8.c) 


P=30 KN р=40 KN/ml Se observă că încărcarea exterioară în 
ti LE a REBELE Y ENT ipoteza c este suma încărcărilor din 
Е ipotezele а şi b. Prin urmare, pentru 
Fig. 6.8.c I 4 obținerea diagramei M se уа aplica 
principiul superpozitiel, suprapunánd 
1,5 6m diagramele obținute în cazurile 
x "n - anterioare. 
M =M, + M; (Fig.6.8.c1) 
es 45 
45 
48 f sii Mmax= 192,2 KNm 
L A с 
48 
+ = 
27 72 99 
Fig. 6.8.c; 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Calculul momentului maxim pe bara 3-4 (Fig.6.8.c;) 


Fig. 6.8.c; KN 
24 pcm (УМ), 202 V,,-6-24-40:6.3-0 
Ша) 744 
(3) Pus Va =— =124КМ 
Уз = 124 Va3 = 116 (УМ), =0= -У,,:6+40:6:3-24=0 
124 V = 8 =116KN 


Ф 
ese ej T, - 124-40: Xy = 0 Xo = 3,1m 
116 312 


Ma, =124-31—24-40-—- -1922KNm 
Se observă că față de ipoteza a de încărcare valoarea şi poziția momentului 
maxim este diferită. 
APLICA ŢIA 4 


Pentru cadrul din fig.6.9 se cere determinarea diagramelor de eforturi M, 
T, N şi a poziției deformate, utilizând metoda forţelor. 


Fig. 6.9 
р›90 KN Stabilirea gradului de nedeterminare statică: 
— 
n=N=l+r-3c=0+5-3-1=2 
STRUCTURA ESTE DE DOUĂ ORI STATIC 
Pi=45 KN NEDETERMINATĂ. 
— > 
Alegerea sistemului de bază: (Fig.6.9.a) 
Se propun două sisteme de bază diferite: 
S.B, — obținut prin eliminarea legăturilor S.B2 — obţinut prin eliminarea 
exterioare din încastrarea 1 şi reazemul legăturilor exterioare din 
simplu 5 reazemele verticale 3 şi 5 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Fig. 6.9.a @ 


| ХІ P2=90 EN | X2 


P2290 KN 
— 


@ Pi=45 KN 
----> 
=: lx: 


CADRU SIMPLU CADRU CONSOLĂ 
REZEMAT 


Se va rezolva structura utilizând sistemul de bază S.B.. 


Sistemul ecuaţiilor de condiţie pentru sistemul de bază S.B: 


A, =0 20 A =ó,X T O4X, Ap =Ü 
— 
A, =v; =0 A, =ô X +óÓ,X,+A,, =0 


Rezolvarea sistemului de bază S.B: 


Acţiunea forţelor exterioare : My (Fig.6.9.b) 


© 


|+ Уі-200 KN 


УХ, 20 -H, 4454902 0— Н, -135КМ. 


(УМ), =0 V,-454135-4490-4 2 0— V, = -22 = —200KN 


, 


(Y M), 302 -V, :4,5+45.4+90-8=0 V, = 20 = 200KN 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Acţiunea necunoscutei Х,=1 pe S.B;: m,  (Fig.6.9.c) 


Fig. 6.9.c 
@ 
@ 
S | 
Үз-1/4,5 
Хі-і 
Шы 
| У1=1/4,5 


УХ, =0 — H,-0 


KN 


Q M) =0>1-V,:45=0 = V, zr 


М 


(УМ) =0—-V,-45+1=0 = V, = км 


Acţiunea necunoscutei X, = 1 pe S.Bı: m, (Fig6.9.d) 


Calculul coeficienţilor necunoscutelor şi al termenilor liberi: 


Ca si în cazul problemelor anterioare, se vor calcula coeficienţii de 
flexibilitate cu ajutorul formulei Maxwell — Mohr. Rezultatele obținute vor fi apoi 
introduse in sistemul ecuaţiilor de condiţie. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


6EIÓ,, = 6EI | m; 4-6. 4:1.1--2-2.1.1-28 


6ЕІб,, = 6ЕІ5, = 6EI | m, m, = ЕАС ^c 
ЕІ 
6EIÓ,, = 6Е | т 97.-2.2.45:45+6:4:45:45+2:205.45:45=650025 


GEIA,, = 6EI | m, ` M I 4-540-14-2-2.-900-1- 10080 


dx 


6ElA,, = 6EI | т, Mí =-2.2-900-45-3-4-360-4,5 = 35640 


Rezolvarea sistemului ecuatiilor de conditie: 
28X, -18X, 410080 = 0 X, = M, = —330,64KNm 
> 
—18X + 650,025X, —35640-0 |Х, =V. =45,67KNm 
Calculul diagramei M (Fig.6.9.e) 


M = М, +т:Х,+т, X, = М, +m 402,41+ m, : 65,97 


Бат 
552) 205,515 
330,64 


360 40 + 


Verificarea diagramei M Situaţia virtuală de încărcare 
(Fig.6.9.f) pentru calculul deplasării vs 


Se va calcula deplasarea 
verticală din secțiunea 3, care 
este zero. Se utilizează іп 
situaţia virtuală de încărcare 
structura static determinată 
din Fig. 6.9.f: 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Conform formulei Maxwell — Mohr: 


з= (те. м = =0 
6Elv, = 3- 4-330,64- 4,5 — 3. 4- 209,36 n -2.2.2363,845.4,5 217854,56 -17854,65 = 0 > 
> e<< 1%. 


Calculul forțelor táietoare T — (Fig.6.9.g) 


Bara 1-2 Bara 2-3 
209,36 

P Em 

2 
1,299 02 S0. za | D © 

4m 363,845 - 2 | b 

(D То- To4= 135 Тэз = = 80,85 KN 

8 ——— 


Fig. 6.9.9, Fig. 6.9.9; 


© 
Bara 2-4 e t 
25,515 205,515 L " 1 
a 
4) т ыз oo ale ик в mi asp | a= 4557 


4m 
Q Toa= Tao= 90 KN Ге mem (Т) 
— — i iu Y 
154,485 Fig. 6.9.8 qme N) 
991 (ША Fig. 6.9.8, 


Fig. 6.9.g 
iod W -0976 Т,-Т,--У, :сова --45,67-0,976 = —44,574KN 
sin a = =0,217 М, = М№,, = +V, -sin a = 45,67 -0,217 =9,91KN 


4,609 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


u4 


м 0? E 
Fig. 6.9.e = Fig. 6.9.f 
i 03 
7 u3 
154,485 7 
330,64 
Fig. 6.9 g Fig. 6.9.h 


135 [KN] 126,52 [KN] 


Calculul forţelor axiale N (Fig.6.9.h) 


Nodul 4 ET масдѕ,67 Nodul 2 
— T.,=90 


P.-90 4 — — —"N.-9,91 
P.=45 


Tu=90 | №=0 
№=45,67 
Т»=133 | 
ууу, =0 
— Np 44,574: cosa+991-sin a = 0 №2=126,52 
Np 245,67KN 
Уре Na – 135 + 45 +90 = 0 
N, = 0 
pe — Np + 45,67 + 80,85 = 0 


N 2156,52 KN 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Determinarea pozitiei deformate (Fig.6.9.f) 


Se vor calcula deplasárile orizontale din sectiunile 3 si 4. 


_ r O, dx 
из= |тзМ == 


Situaţia virtuală pentru calculul deplasării uz (Fig.6.9.1,) 


GElu, = 2- 4 -330,64 -4 — 4 - 209,36 - 4 = 7230,72 
= u, = 120512. [2] 
1 [2 © EI 
@ (ағ) Fig. 6.9.1 
4 


Situaţia virtuală pentru calculul deplasarii u4 (Fig.6.9.1;) 


Ey GElu, —2-4-330,64-8-- 4-330,64-4— 

(4) -2.4.209,36-4-4-209,36-8--2-4.154,485-4 
-4.205,515-4-14707,44 

© © 4 1 
и, = 2451,24:——[т] 

ЕІ 
@ Fig. 6.9.1, 
i 


OBS: Poziţia deformată a cadrului respectă legăturile exterioare şi continuitatea 
materialului. Nodurile 2 si 4 se translatează (us şi u4 calculate) şi se rotesc. 
Fibrele întinse ale barelor apar de partea diagramei de moment. 


APLICAȚIA 5 


Se propune rezolvarea cadrului simetric din fig.6.10 în două ipoteze de 
încărcare: încărcare simetrică şi încărcare antisimetrică. Utilizând metoda forțelor, se 
vor determina diagramele de eforturi M, T , N şi poziţia deformată a cadrului. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Ipoteza a) Structură simetrică încărcată simetric 


X 


' p-30 KN/ml 
ЖЕКЕНЕТЕКЕНЕЕИШЕНЕШЕШЕЕЕШЕ 
| 11 
3I 22231 ki 
I | I 3 
Fig. 6.10.a „6 , Ó А 


Stabilirea gradului де nedeterminare statică: 


n=N =l+r-3c=2+6-3-2=2 
STRUCTURA ESTE DE DOUĂ ORI STATIC NEDETERMINATĂ. 


Structura dată este simetrică având: 


- geometrie simitrică 
- legături simetrice, inclusiv secțiunile 
- simetrie de material 


Axa de simetrie este o axă verticală care trece prin articulația centrală. 


Alegerea sistemului de bază S.B. (Fig.6.10.a,) 


Se va alege un S.B. simetric, obţinut prin eliminarea legăturilor 
corespunzătoare momentelor din cele două încastrări ale cadrului. 


p=30 KN/ml 


ENRSEEREREREREREERERERERERE, 


z CADRU TRIPLU ARTICULAT 
Fig. 6.10.2, 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 
Sistemul ecuatiilor de conditie este: 
A, =0, =0 A =ó,X +ó,X, FA, =0 
> 
А, 20,20 A, = X +X, + Ass -0 
Rezolvarea sistemului de bază 


Acţiunea forțelor exterioare pe S.B.: Mr  (Fig.6.10.a;) 


p=30 KN/ml p=30 KN/ml 
“НЕННЯ ШИЕЕЕКЕКЕКЕЕЕКЕККЕЕЕЕКЕКЕЕЕКЕ 
1 
T 3I 
МЕС Бі Н.=135 
1 (ши 
Vs=180 
En | 
| T 
Fig. 6.10.а; 
Se observă că reactiunile sunt simetrice ca şi încărcarea exterioară. 
Acţiunea necunoscutei ху=1 pe S.B.: m, (Fig.6.10.a3) 
@ @ 
Ф Ф хі-1 Ф Ф 
xi=1 H:=0,125 
H.=0.125 | 
-1 zu 
[ve 12 У;= 12 
Fig.6.10.a3 
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ARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Acţiunea necunoscutei x;-1 pe S.B.: m,  (Fig.6.10.a4) 


® ЕТЕ ® z ЯС 
H.=0.125 
Ф (5) = ja i d үш 
7712 Уз= ту 


Fig. 6.10.а4 


Calculul lungimilor transformate si al factorilor de încărcare my 
(Fig.6.10.a;) 


@ 
Fig. 6.10.as (ms) 


Calculul coeficienţilor necunoscutelor şi al termenilor liberi 


6EIÓ,, = EI mp = 2-3:1-1--3.1-0,625--2-3-0,625-0,625--3-0,625.1-2.2,03-0,625-0,625-- 
+ 2- 2,03- 0,375- 0,375 + 2 - 3 -0,375 - 0,375 = 15,094 
6EIÓ,, = 6ЕІ f m; = = 6EI6, = 15,094 = diagramele mu si m, fiind inversate 


6EIÓ,, = 6Eló,, = 6EI | түт, s = —3-1:0,375 — 2- 3 -0,375 - 0,625 — 2. 2,03 - 0,625 - 0,375 — 
- 2- 2,03 -0,375 -0,625 — 2 -3 -0,375 -0,625 — 3 -0,375 -1 = —6,965 


GEIA, = 6EI mM, = --3.1.405-2.3-0,625.405-2.2,03-0,625.405--2,03-270-0,625-. 


+ 2- 2,03. 0,375 - 405 — 2,03 - 270 - 0,375 + 2- 3- 405 - 0,375 = —2096,55 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


GEIA,, —6EI f т,М, = = 6EIA,, => diagramele m; si m» sunt inversate, iar diagrama 


Mk este simetrică. 


Rezolvarea sistemului ecuațiilor de condiţie: 


15,094Х, —6.965X , — 2096,55 = 0 X, =257,866 = M, 
> 
—6,965X, %15,094Х,-2096,55-0 |Х,=+Х, = 257,866= М, 


Calculul diagramei M (Fig.6.10.a4) 
M=M,+m:X, +m,:X, = My +m, :257,866 + m, · 257,866 


161,166 96,7 


C 
257,866 


5 
257,866 


Fig. 6.10.а6 


Verificarea diagramei М (Fig.6.10.a7) 


Situaţia virtuală de încărcare pentru calculul deplasării us 


Conform formulei Maxwell — Mohr: 


и, = f miM p = 0 in structura reală 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


6Elu, = 2:3.8-257,866—3.8.3405344 3.5. 257,866— 2.3.5.340534— 2. 2,03. 340534- 5 + 
+ 2,03. 270-5 4 2- 2,03. 3. 340534— 2,03. 270- 3+ 2.3.3. 340534— 3.3. 257,866= 
= 29263374— 2926677 = —3,396 => € — 0,01196 <1% 


Calculul diagramei T (Fig.6.10.a) 


Bara 1-2 Bara 2-3 
340,534 m 
„тл 
2 P от287866емовм Hg у 
3 340,534 " i E 
Ta =199,466 A ©) 6 
3 Vax-146,56 | V32=33,244 
Her 32,778 
Ф оГ, 
@ To=Ta 
vh --- 
257,866 Fig. 6.10.as N 24.067 


(УМ), 202 У,, :6 – 340,534 -30:6.3-0 
_ 880,534 


23 
(УМ), 202 -V,, :6+30:6:3 – 340,534 = 0 


yoe e = 
6 


= 146,756 KN 


sina = "o = 0,164 cosa- e. = 0,986 
6,082 6,082 


T. = V}; -cos @ =146,756 -0,986 2144,70KN 
Т, = —V4,: cos = —33,244 - 0,986 = -32,778 KN 
Т, =146,756 cos œ — 30- x cosa = 0 — x, = 4,892т 


4,892? 
M mu = 146756. 4,892 — 340,534 30- 77 1842 KNm 


2 


Calculul diagramei N (Fig.6.10.a9) 


Se folosesc reactiunile calculate la bara 2-3. 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


М» = —V,, sin a = -146,756 0,164 = 24,067 KN 
Му = +V; -sin a = 33,244 -0,164 = 5,452КМ 


Nodul 2 respectiv Nodul 4 


T23=144,7 
3 je N23=24,067 
| УУ, =0 > М, – 144,7 -0,986 — 24,067 - 0,164 = 0 = 
— jp. N217146,62 КМ 
Т12=199,466 
Fig. 6.10.a 

N21=146,62 
Fig. 6.10.a Fig. 6.10.а10 
340,534 340,534 ҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮ 


POZIŢIA DEFORMATĂ 


146,62 146,62 
Fig. 6.10.а; Fig. 6.10.а, 


Trasarea poziţiei deformate (Fig.6.10.a10) 


Vom calcula deplasarea verticală din secțiunea 3 . Situaţia virtuală pentru 
deplasarea verticală vs se construieşte pe structura static determinată din Fig.6.10.a,. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


ск Fig. 6.10.а1 


2,25 2,25 
(2 (4) 
(5) 
т ё С) 


Conform formulei Maxwell-Mohr: 


dx 

_ 0 

у; = f m, M E) 

Deoarece diagramele ms si M sunt simetrice calculul se face pe jumatate 


de structurá si rezultatul se inmulteste cu 2. 


6Elv, = 2(—3. 2,25- 257,866 + 2-3. 2,25 - 340,534 + 2 - 2,03. 2,25 - 340,534 — 2,03: 270 - 2,25) = 9468,333 
v, = 2408335. 1578055. 
i 6 EI 
Se observă că diagramele de eforturi M şi N sunt simetrice, iar diagrama 
T este antisimetrică. Poziția deformată a rezultat şi ea simetrică. In concluzie, la o 
structură simetrică încărcată simetric se obține: 


diagrama M — simetrică 
diagrama N — simetrică 
diagrama T  —antisimetrică 


Ținând cont de aceste observaţii, calculele se pot face pe jumătate de 
structură, construită după cum urmează (Fig. 6.10.а11, ap): 


Axa de simetrie sectioneaza articulația centrală in care apar două forte de 
legătură interioare: H şi V. Se observă că forța H este simetrică, iar forța V 
antisimetrică. 
Jumătatea de structură, numită semistructură simetrică va avea legături în 
care apar forțele de legătură simetrice. 
Jumătatea de structură, numită semistructură antisimetrică va conţine 
forțele de legătură antisimetrice. 


OBS. Utilizând semistructurile la rezolvare volumul de calcul se reduce substantial. 
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PARTEA A II-A 


p 230 KN/ml 
EREPEREZUCERETERE 


Fig. 6.10.а1 


Fig. 6.10.а13 
p =30 KN/ml 
EEEESSSEN 


1 
3I x 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


p 230 KN/ml 
ШЕШЕН) 


Semistructură 
simetrică 


Semistructură 
antisimetrică 


Rezolvând semistructura 
simetrică încărcată cu forța exterioară 
(acțiune simetrică) se obțin 
diagramele de eforturi M,T şi N. 

Diagramele M şi N se transpun 
simetric pe întreaga structură. 

Diagrama T se transpune 
antisimetric pe întreaga structură. 


Po 


Stabilirea gradului de nederminare statică: 


п-М-іІ-к-3ӛс-2-6-3.2-2 
STRUCTURA ESTE DE DOUĂ ORI STATIC NEDETERMINATĂ. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Alegerea sistemului de bază (Fig.6.10.b,) 
Se va folosi sistemul de bază utilizat în ipoteza anterioară de încărcare a 
structurii. 
Fig. 6.10.b, 
p-10 KN/ml 3) p-10 KN/ml Sistemul ecuaţiilor de condiţie este: 


X2 


CADRU TRIPLU 


1-2 5-2 
Е) — 
ARTICULAT 


A,=0,=0 A, = X T Óp x, A, = 0 


Rezolvarea sistemului de bază (Fig.6.10.b;) 


Având în vedere că sistemul de bază ales a fost rezolvat în cazul anterior de 
încărcare (încărcare simetrică), în această situație trebuie să se calculeze numai 
termenii liberi din ecuaţiile de condiţie, ceilalți fiind cunoscuți. Astfel se ştie că: 


0,375 


Fig. 6.10.Ь, 


GEI6, = 15,094; GEIÓ,, = 6E15, = —6,965; GEIÓ,, = 15,094 
Acţiunea forţelor exterioare pe S.B.: Mr (Fig.6.10.b3) 
(УМ), 202 -V, 12410-3:15410-3:1520— V, => 57,5KN 
(УМ), 202 V,-12+10-3-15+10:3-.1,5=0—V;=75KN 
OM) 202 Н, :4-7,5:6-10:3:2,5=0= Н, =-= 30KN 


OM) 202 H,-4—7,5:6-10.3:25-0— Н, = Н, =30KN 


123 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Se observă cá reactiunile sunt antisimetrice, ca şi încărcarea exterioară. 


p =10 KN/ml p-10KN/m ^,  p=10KN/ml p =10 KN/ml 


45 45 


(м) Fig. 6.10.b3 


Calculul termenilor liberi din sistemul ecuaţiilor de condiţie: 


GEIA,, ——6EIA,, = 6EI f mM, = — deoarece diagramele m; $1 m» sunt 
inverse, iar diagrama Mk antisimetrică 


GEIA,, = GEIA,, -3-45.1-2-3-45-0,625--2.2,03-45-0,625--3.22,5-1--3.22,5-0,625-- 
+ 2. 2,03- 45.0,375+ 2.3.45.0,375 € 3. 22,5- 0,375 = 722,7 


Rezolvarea sistemului ecuaţiilor de condiţie: 


15,094X, —6,965X, + 722,7 = 0 X, = 32,762 - M, 
— 
-6965X,415094X,—722/7 =0 |Х, =+32,762= M, 


Calculul diagramei M (Fig.6.10.b4) 
M =M, +m: X +m,: X, =M, +m-(—32,762)+ m, - 32,762 


Se observă că diagrama M este antisimetrică, ca şi încărcarea exterioară. 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


45 45 20,476 
| 12,286 
+ » + 
(м) 


32,762 


Fig. 6.10.b, 


12,286 


Calculul forțelor táietoare T (Fig.6.10.b) 


12,238 
Bara 1-2 т (D 
04 0) Tu=0 
СУ.М),-0->7,-3-32,762-10-3-1,5-12,238-0 ШЕ 
Tp=30KN P= m] м 3 
(У.М),-0->-Т,,:3-12,238-32,762%10-3-15-0 E 
Т,-0 E 
2(|0 т.-9 
32,762 30 
Bara 2-3 
3) 11 
Ур--У,->(У.М),-0->-У,-6%12,238-0 12238 12) 6 
V5322,039KN Уз2=2,039 


соѕ а = 0,986 V23=2,039 


sin @ = 0,164 (Т) 
Т,,-Т,, =—V, -cos @—2,039.0,986 = —2,011KN 2011 
Fig. 6.10.bs 0,334 p 


Calculul fortei axiale N (Fig.6.10.b,) 
М», = М, = +У,, :5іп а = 0,334KN 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Nodul 2 


T23=2,011 
— y N23=0,334 УУ 20—-N,-*2,011:cosa 4 0,334:sin a =0 


D № = 2,039 KN 


| №21=2,039 
Fig. 6.10.b, 
Fig. 6.10.b; 
Fig. 6.10.4 
02 m 04 
12,238 12,232 ai ups 
Y 


E POZITIA DEFORMATA i 


2,039 [KN] 2,039 
Fig. 6.10.b; Fig. 6.10.bs 


Calculul poziţiei deformate (Fig.6.10.b;) 
Vom calcula deplasarea orizontala a nodului 2 identică cu deplasarea 
nodului 4. Situația virtuală de încărcare cerută de formula М-М o vom construi pe 


structura static determinată de mai jos. 


Situaţia virtuală de încărcare pentru deplasarea u> (Fig.6.10.bs) 
Fig. 6.10.bs 


3 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


6Elu, -2-3-32,762.3-3.12,232-3-3.22,5-3- 277,238 
1 
и, = 46,88---|т 
„= 46488 În] 
Se observă că diagramele de eforturi au următoarele caracteristici: 


- diagrama M şi N sunt antisimetrice 
- diagrama T este simetrică 


De asemenea poziția deformată este antisimetrică. 
Rezultă că structura simetrică încărcată antisimetric poate fi rezolvată pe 
semistructura antisimetrică ( discutată la cazul anterior de încărcare), reducând în 


acest fel foarte mult volumul de calcul. 


Semistructura antisimetricá (Fig.6.10.bo) 


KN 
pes 


1 n=N =l+r-—3c=0+4-—3.1=1 
STRUCTURĂ O DATĂ STATIC 
NEDETERMINATĂ 


EYE YYYY 


N 
| 


Fig. 6.10.bs 


Diagramele de eforturi М şi N obţinute se transpun antisimetric ре 
întreaga structură, iar diagrama T se transpune simetric pe întreaga structură. 


HALE INDUSTRIALE PARTER 


APLICAŢIA 1 


Se propune schema pentru calculul static al cadrului transversal de hală 
parter din fig.6.11. Se cere determinarea diagramelor N,T,M şi verificarea lor. 


£ “J 


=28 KN 
К I I 5 (m) 


® 


7 


| 12 | Fig. 6.11 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 
Pentru stabilirea gradului de nedeterminare staticá se va utiliza formula: 
п-М-і-ғ-3с-2.2-6-3:3-1 
STRUCTURA ESTE O DATĂ STATIC NEDERMINATĂ. 
Ca sistem de bază se va folosi structura obținută prin eliminarea barei 


orizontale dublu articulată şi neîncărcată cu forte exterioare. In această bară apare 
numai un efort axial, care va fi forța necunoscută a problemei (Fig.6.11.a) 


Ecuația de condiţie se obţine impunând 
p=28 KN_ @ T 9 sistemului de bazá conditia ca variatia de 
Xa distanță Ab; , pe direcţia necunoscutei xi 
să fie zero ca şi în structura reală (bara 
(Т) S.B. (4) orizontală 2-3, împiedică variația de 
distanţă între capetele stâlpilor). 
Хі-М>з Хі 
о _— 2 A, = AL, =0 
2 3 Fig. 6.11.a А =ó X +A =0 


Rezolvarea sistemului de bază. 


Acţiunea forţelor exterioare (Fig 6.11.b) şi a necunoscutei X,-1 (Fig.6.11.c) 


p-28 KN I Mer 
@ | 5 (m) 
140KNm Fig. 6.11.b 5 Fig. 6.11.2 5 
Fig. 6.11.d 


5 (=D) 5 Calculul coeficientului necunoscutei 
D şial termenului liber: 
Determinarea necunoscutei X12N5.4 


T 
' EI 
6EIÓ,, = 2-[2-5-5-5]= 500 


Ó, = (т 


dx 
Ap = mm, EI 


GEIA,, =2.5-140-5 = 7000 
500X, +7000 2 02 X, = N,, 2 -14KN 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Calculul, trasarea si verificarea diagramei M (Fig.6.11.e) 


ML =M,+m:X, =M, +m(-14) 


p=28 KN 


291594-Де 


140KN 
= Fig. ЖҮР 


În bara orizontală 2-3 apare forţa de compresiune: 
N 2.3— -14 KN 


Pentru verificarea diagramei M se va apela la situaţia virtuală din fig.6.11.f cu 
ajutorul căreia se va calcula rotirea 0,=0 cunoscută din situaţia reală. Situaţia 
virtuală pentru calculul rotirii 0; a fost construită pe o structură static determinată, 
obținută din structura reală: 


m 1 (m) 1 Fig. 6.11.f 


8 = [mm rm =0 
EI 


6EI0, --2-5-70-1-2-5-70-1-0 
Calculul diagramei T (Fig.6.11.g) 


Se va utiliza ecuațiile de echilibru pentru fiecare bară, momentele 
încovoietoare fiind cunoscute. 


Вага 1-2 respectiv 3-4 Т21=14 KN 


Q 


Fig. 6.11.g 


(D Ti-14 KN 


~y 
M=70 


14 KN 
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PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Calculul diagramei N (Fig.6.11.h) 


Vom utiliza ecuatiile de echilibru pentru fiecare nod al structurii. 


p-28 KN NOD(2 respectiv NOD(3) 
| 3) S 7 Nza=Xi=14KN N3-2=X1=14KN e | 
T21=14 Т2-3=14 
Ni Fig. 6.11.h қ 
4-3 
У.Х,-0->28-14-М,,-0 У Х,=0= -14+14=0 
nod 14 KN nod 
Na3=14 KN XY, 20 
Y, Z 0 3 nod 
N 1270 


APLICA TIA 2 


Se propune schema pentru calculul static al cadrului transversal de halá 
parter din fig.6.12.Se cere determinarea diagramelor M, T, N si verificarea lor. 


24 KN/ml 12KN/ml Stabilirea gradului de nedeterminare 
statică: 


5m 
: I п-М-ізғ-3ӛс-2.2-6-3:3-1 
TD STRUCTURA ARE O 
| 12m | Fig. 6.12  NEDETERMINARE STATICĂ. 
| 


Sistemul de bază optim se obţine alegând ca necunoscută forta axială din 
bara orizontală, dublu articulată şi neîncărcată cu forţe exterioare. 


24 KN/ml 12 KN/ml 
@) Xi @ 
5m 
(D S.B. © 
| | 
X1=N2-4 X1 Fig. 6.12.a 
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Ecuatia de conditie exprimá compatibilitatea deformatei sistemului de 
bazá cu legaturile structurii reale: 


d = AL, =0 "T 


A, =6,X, + Ap =0 


Rezolvarea sistemului de bază: 


Acţiunea forţelor exterioare si ale necunoscutei X,-1. 


Calculul lungimilor transformate À si al caracteristicilor de încărcare mj, 
(Fig.6.12.b) 


Fig. 6.12.b Хі-і 
300 150 5 5 
I 
А. = =5:— = 5 
150 75 1 
2 2 
5 (=) 5 m, = т, PE ск 
X 4 4 
150 75 


Calculul coeficientului necunoscutei si al termenului liber. 


Determinarea necunoscutei Хі- N54 
ó, = [nt o 6Elð, =2.(2.5.5.5) = 500 


Ay = [m M, 3 68ІА,, =2:5:300:5-5:150:5-2:5.150:5+5:75:5=5625 
EI 
Obtinem din ecuația de condiţie: 


500Х|--5625-0-> Ху=№4= -11,25 KN 


Calculul, trasarea si verificarea diagramei M (Fig.6.12.c) 


М M i+m:X =M, +т, (11,25) 
^ Mmax=2,64 
300 150 56,25 56,25 243,75 206,25 
Fig. 6.12.c 
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Pentru verificarea diagramei МИУА se va utiliza rotirea 0,20 
cunoscută din situaţia reală: 
dx 
8 = [mM Z -9 
EI 


Se va folosi formula Maxwell-Mohr pentru structurile static nedeterminate. 


Situaţia virtuală de încărcare este cunoscută din aplicaţia precedentă (Fig.6.11.f) 


6EI0, --2-5-243,175--5.150-1--2.-5.-206,25-1- 
—5.75.12 28125-28125 202 £ = 0% 


| 


Calculul si trasarea diagramei T. Calculul momentelor maxime (Fig.6.12.d.e) 


Se vor utiliza ecuatiile de echilibru pentru fiecare stálp, momentele 
incovoietoare fiind cunoscute. 


Stálpul 1-2 
KN/ml 11,25 
x = m СТУ» l (УМ), 202 T, :5-243,75-24-5-2,5=0 
р b Ті-108,75 KN 
E 5 — (УМ), 202 -T4:5*24:5.2,^5-243/75-0 
Қ Т,1-11,25 KN 
H € — У T =0=10875-24.y=0> 
4 12= А - 
243,75 108,75 D с 
Fig. 6.12.4 4) 
4,53 


М ы, =108,75:4,53- 243,75 – 24: foe = 2,64KNm 
Stâlpul 3-4 


Е ш. Ta" 
12 КМА 4) T4i1125 ¿ (УМ),-0->7,:5-206,25-12-5-2,5-0 


Тзд= 71,25 KN 
(3M, 202 -Т,,+12:5:2,5–206,25=0 
Ta = -11,25 KN 


T34271,25 


= 
U "125 (T) 
IEEE MS. 


ПІШІНІ 


Fig. 6.12.e 
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Calculul si trasarea diagramei N (Fig.6.12.f) 
Se utilizeazá ecuatiile de echilibru pentru fiecare nod din structurá, fortele 


tăietoare fiind cunoscute. 


NODUL (2) respectiv NODUL (4) 


2 N2-4=11,25KN 


| Т2-1=11,25КМ 


N24 


11,25KN 


Fig. 6.12.f 


> X,=0—1125-N,,=0 


nod 


> Y. =0— N, =0 


nod 


APLICATIA 3 


Se propune schema pentru calculul static al cadrului transversal, având 
stâlpi cu secțiunea în trepte, de hală parter din fig.6.13. Se cere determinarea 
diagramelor de eforturi M,T,N şi verificarea lor. 


STRUCTURA ESTE O DATĂ STATIC 
NEDERMINATĂ după cum rezultă din relaţia: 


6m 


n=N=|+r—3c=2:2+6-3:3=1 


Fig. 6.13 


Rezolvarea se va face integral pe sistemul de bază obținut prin 
eliminarea barei orizontale, dublu articulată, supusă numai la efort axial. 
(Fig.6.13.a) 


© —-4-— © 


© pue LM @ 


S.B. 
@ @ Fig. 6.13.a 
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Ecuatia de conditie a metodei fortelor exprimá compatibilitatea 
deformatei sistemului de bază cu legăturile structurii reale: 


sau 


A, = Al, =0 
A, -ÓQX + Ap =0 


Rezolvarea sistemului de bază: acțiunea forțelor exterioare şi a 
necunoscutei Хі-1. Calculul lungimilor transformate À . (Fig.6.13.b) 


Х1=1 
(IczI) 


3 
D | i 


100 100 


Fig. 6.13.b 


I I 
s. 2 а аша. 


Calculul coeficienţilor necunoscutei şi a termenului liber. 
Determinarea necunoscutei X; =N3.6 


ó, = [m = 6E15, = 2(2.2.9.9+2.9.3+2.2.3.3+2.3:9+2.3.3.3) =1044 
ЕІ 


А, = тм, = 684, = 2(—3:2.100:9-3:2.100:3) = —14400 


1044Х,-14400-0-> X, = М, 213,793KN 


Calculul, trasarea si verificarea diagramei M (Fig.6.13.c) 


M PAL =M, +m, (X, =M, +m, -13,793 


ме 41,379 41,379 
+ 


100 100 124,137 124,137 24,137 
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Pentru verificarea diagramei MPINAL se va utiliza rotirea secțiunii 1, 
0,20, cunoscută din situaţia reală: 


ds 
EI 


8 = f m? M PAL 0 


Se va folosim formula Maxwell - Mohr pentru structurile static nedeterminate. 
Situaţia virtuală de încărcare construită pe o structura static determinată (diferită de 
sistemul de bază folosit la rezolvarea structurii), obținută din structura reală, este 
prezentată în fig.6.13.d 


6EI0, = 22-2.24137-1+2:24137-2-2-1:58621- 


-2.2.1.58621+2:3:41379-2)= 


2(195,397 195,403) > 
_ 195,397 195,403] 
-195,403 


:100% - 0,003% 


Fig. 6.13.4 


€ «146 


Calculul si trasarea diagramei T (Fig.6.13.e) 


Se vor utiliza ecuatiile de echilibru pentru stálpi , momentele incovoietoare 
fiind cunoscute. 


— c. . 
58,621KNm | 2) — T21=24137+58,621 =13,793 


_ T3243 1393 


6 
3 
D м 2 Is S KN 
— — Ti=Txi=13,793 KN ыз 
24,137KNm 
Fig. 6.13.e 
dă 6) 
13793 ІКУІ 13,793 


Calculul şi trasarea diagramei N (Fig.6.13.f) 


Se vor folosi ecuaţiile de echilibru exprimate pentru fiecare nod. 
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NODUL (37 гезресіу NODUL (6) 


(3) N3-6=13,793 


| 13,793 KN 


Тз-2-13,793 (N) 
ІШ 


Fig. 6.13.f 


У Х,=0=13,793-№,, =0 


nod 


$Y =0=М„=0 


поа 


APLICA ТА 4 


Se propune schema pentru calculul static al cadrului transversal de hală 
industrială din fig.6.14. Se cere determinarea diagramelor M,T,N şi verificarea lor. 


p 260 KN 


ЕЗ p Ен. Fig. 6.14 


Aplicând formula de calcul folosită în aplicaţiile anterioare se constată că 
STRUCTURA ESTE DE DOUĂ ORI STATIC NEDETERMINATĂ: 


п-М-іІ-ғ-3с-4.2-9-3.5-2 


бе va utiliza tipul de sistem de bază folosit ca şi pâna acum, obţinut prin 


eliminarea barelor orizontale dublu articulate, în care apar numai eforturi axiale. 
(Fig.6.14.a) 


ыы ж Fig.6.14.a 
ку ai ¿ б | 7 Е 
Х £ 
in = X Х›=М46 
Хо 
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Sistemul ecuaţiilor de condiţie se obține impunând 
sistemului de bază condiţia ca deformata lui să respecte legăturile 
structurii reale. 


A, = Ab, =0 A, =ó X +X, t A,, =0 
sa 
A, = Al, =0 A, = 6, X +ó, X, +A =0 
Rezolvarea sistemului de bază: acțiunea forțelor exterioare şi a 
necunoscutelor X,=1 respectiv Х›=1. Calculul lungimilor transformate. 


(Fig.6.14.b) 


P=60 Fig. 6.14.b 


4.151 E471 
LEA у ут} 


Calculul coeficienţilor necunoscutelor şi a termenilor liberi. 
Determinarea necunoscutelor X, şi X; 


5, = [|i 48 S 6EIA —(2/5:5:5)42.2.5:5233333 
3 


à, =ó, = | imd — Х.->6ЕІб, = 6EIÓ,, = —2. i -5-5 = 583,33 


б„ = [m A 602: 2. 5:5+2.5.5:5-333,33 


А, ТА 6EIA,, = -2:5:300-5 = -15000 


А» = [mM, Z> GEIA,, =0 


Introducánd în sistemul ecuaţiilor de condiție se obţine: 


333,33Х, —83,33X, —15000=0  [X,- N,, =48KN 
> 
—8333X +333,33X, =0 Х,-М,-12КМ 
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Calculul diagramei M (Fig.6.14.c) 


M™* =M, ,+m:X,+m,:X, =M, +m :48+m,:12 


& l91'Rà дер 


300 KNm 240 240KNm 
Fig. 6.14.c 
1 esp А = AA Д 
60 60KNm 60KNm 180KNm 60KNm 


Verificarea diagramei М“ (Fig.6.14.d) 


Se va utiliza rotirea secțiunii 1, 0,20, cunoscută din situația reală: 


d _ 


ҮР 0 FINAL 
ө = [m M 5 


0 


Situatia virtualá de incárcare este: 


{ 
l ] р 1 al Fig. 6.14.d 


Calculánd rotirea se obtine: 


6ЕІӨ =-2-5-60-1+2-5180-1=—600+600=0= е =0% 


Calculul şi trasarea diagramei T (Fig.6.14.e) 


Se vor utiliza ecuaţiile de echilibru pentru fiecare stâlp, momentele 
încovoietoare fiind cunoscute. 
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To; 2—— -12K 
2) 2 5 N (0 Ta- x —36KN 
5m 4 
60 KNm | (D 5m 
m 
— * ` To-Ta-I12KN 180KNm (8) 


— o*  . T4-T4-36 KN 


12 KN 36 12 KN 


Calculul si trasarea diagramei N (Fig.6.14.f) 


Se vor utiliza ecuatiile de echilibru pentru fiecare nod, fortele táietoare 
fiind cunoscute. 


Nodul 2 Nodul 4 Nodul 6 
p=60 2 N24=48KN  wN54-48 (4) №6=12 KN N46=12 (6) 


T2i=12 KN Таз-36 KN T65=12 KN 
N21=0 N43=0 N65=0 


цв КМ 12 KN 


Fig. 6.14.f N 


NODUL 2 NODUL 4 NODUL 6 
УХ,=0=60-12-№, =0; УХ,=0=48-36- N,, =0; > x, =0> N, –12=0 
Na 248 KN=X; М.,-12 KN-X, Na =12 KN-X; 

$Y =0> №=0 > y =0> Nas =0 $Y =0> Nes=0 
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CAPITOLUL 8. 
METODA DEPLASĂRILOR (M.D.) 


Schimbarea convenției de semne față de metoda forțelor: 


In metoda deplasărilor vom considera momentele, rotirile sectiunilor de la 
capetele barelor şi rotirile de bară pozitive în sens orar: 


> 9 Ə 


Conform acestei convenţii, rezultatele obținute în metoda forțelor la grinzile 
cu o singură deschidere preluate în totalitate în metoda deplasărilor devin după 
cum urmează (Fig. 8.1 si Fig. 8.2): 


I. Bara cuprinsă între un nod si un reazem simplu (sau articulaţie) 
оро 
| Pas 
| | 


@ Q 


nod rigid ЗЕ] 
ША} => moment de încastrare “йт 0 o © TY 


© ІК perfecta Q Ө; TAN Q 


3EI 


Ф o Momentul final pe capátul barei devine: 
© Cl Q ЗЕТ, ЗЕ 
= М, = M, += 0, – sau, 
moment A * moment pe capat У Vo 7-4 i 
penod ө de bara M, 244, + K,8,* Ki unde, 


Kij = = — reprezintă rigiditatea baret la 


rotire de nod 


Ki; = -2 — reprezintă rigiditatea barei la 


© DE ©) rotire de bară 
— OBS: 4,8, şi v se introduc cu semnele lor. 
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II. Bara cuprinsă între două noduri rigide (dublu încastrată) 


ө; -6EI -6EI 


1 1 


Momentele finale pe capetele barei devin: 


M, = aste, BEL GEL, 


Mji- ai 0 + | ө. — 


1 LA 
M, =. + K, б, M, + Кд 
i __ unde, 
M, =A а. %К,,0, + Ki 
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K.. 2 ЕГ ; Kij LA iar AMi., M, , 0, Ө şi v se introduc cu semnele lor. 
1] l 1 1] Ji 1 
OBSERVAȚII: 


În metoda deplasărilor se va lucra cu momente pe capăt de bară. 


Pornind de la expresia momentelor finale pe capetele barelor se constată că 
starea de eforturi pe bară este complet definită dacă se cunosc rotirile nodurilor 
Ө, şi 6, rotirea axei barei Y si forțele exterioare care acționează ре bară. 


Necunoscutele în metoda deplasărilor sunt deplasările nodurilor, rotiri de 
nod Ө şi rotiri de Баға W, produse de translafiile A ale nodurilor. 


Cadre cu noduri fixe (C.N.F.). Cadre cu noduri deplasabile (C.N.D.). 
Grad de nedeterminare geometrică (G.N.G.). 


Poziția deformată a unui cadru este definită complet dacă se cunosc 
deplasările nodurilor (rotiri Ө şi translatii A) şi încărcările barelor. Dacă se acceptă 
ipoteza că barele structurilor nu se deformează axial, cadrele se împart în două 
categorii: 


- cadre cu noduri fixe (C.N.F.) 
- cadre cu noduri deplasabile (C.N..D.) 


Cadrele cu noduri fixe (C.N.F.) se deformează prin rotirea nodurilor, 
fără translatia acestora. Fie exemplele din fig. 8.3 a, b: 


Fig. 8.3.a 


SISTEM ARTICULAT 


STR. STATIC | DETERMINATA 


SISTEMUL ARTICULAT 


STR. STATIC DETERMINATA 


n=N=l+r-3c=4x2+7-3:5=0 
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Studiul acestor cadre se face cu ajutorul sistemelor articulate 
corespunzătoare lor, obținute prin transformarea nodurilor rigide şi a incastrárilor 
din reazeme în articulaţii. Structurile articulate astfel obținute sunt static 
determinate, invariabile geometric şi verifică relaţia: 


n=N=l+r-3c=0 
Gradul de nedeterminare geometrică la cadrele cu noduri fixe (Na...) 


este egal cu numărul de noduri rigide al structurii, reprezentând numărul 
necunoscutelor (rotiri de nod) în metoda deplasărilor. 


Cadrele cu noduri deplasabile (C.N.D.) se deformeazá prin rotirea si 
translatia nodurilor. Translatiile nodurilor dau naştere la rotiri de bară. Fie cadrele 
din fig. 8.4.a şi b: 


P SISTEMUL ARTICULAT 
— 
D (2) MECANISM 
STR. REALA 
C.N.D. 
NarLE. = Norc. = 1 Narc.-1 
Момо. = 2+1= 3 n=N= |1+г-3с|= 
Fig. 8.4.a = |2.2+4-3.3 |= |-1 | 


În cazul ipotezei barelor nedeformabile axial, translatiile nodurilor unui 
cadru se grupează în grade de libertate elastică (G.L.E.). Numărul gradelor de 
libertate elastică al unui cadru este egal cu numărul gradelor de libertate cinematicá 
al sistemului articulat corespunzător cadrului. Astfel cadrul din fig. 8.4.a este un 
cadru cu noduri deplasabile şi are un grad de libertate elastică. Gradul de 
nedeterminare geometrică al cadrului este egal cu numărul nodurilor rigide din 
cadru plus numărul gradelor de libertate elastică, în cazul de față: Мс̧мо. = 2 + 123. 


SISTEMUL ARTICULAT 
HE 
L n=N= |ї+-3с| = ==. 
P =|3.2+4-3.4|=|-2| 
——> 


— NGLE. = 2 
Narc = 2 
NaLa. =2+2=4 


MECANISM 


Fig. 8.4.b 
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Cadrul etajat din fig. 8.4.b este un cadru cu noduri deplasabile şi are 
două grade de libertate elastică. Numărul gradelor de nedeterminare geometrică 
este patru. 


REZOLVAREA CADRELOR CU NODURI FIXE 


APLICAȚIA 1 


Se cere rezolvarea cadrului cu noduri fixe din figura 8.5 prin scrierea 
sistemului ecuațiilor de condiţie, trasarea diagramelor de eforturi M, T, N şi a 
poziției deformate. (EI = 2 · 10° КМ?) 


= 20 KN/ml 
Fig. 8.5 Is ab felie abat ЕТЕНЕ 


4m 


» 6m is 4,5m 


Sistemul articulat corespunzátor structurii date este: (Fig. 8.5.a): 


Мс = |Інг-3с | =|3-.2+6-3.4 | = 0 
U 


STR. INIŢIALĂ > C.N.F. 


STR. STATIC DETERMINATĂ Fig. 8.5.2, 
ZI 72 
хы eer p = 20 KN/ml 
n БЕСТЕ Sistemul de bază este încărcat 


cu: 
Forte exterioare: „4 
Necunoscute rotiri de 

nod: Zi, Z; 


146 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Sistemul ecuaţiilor de condiţie este: 


Ri = нг + ruZ + Ri 0 (Reactiune moment) 
Ro = rZ + 7222 + Ro = 0 (Reactiune moment) 


Rezolvarea sistemului de bază: 


Acţiunea forțelor exterioare pe S.B. ; 4 (Fig. 8.5.b) 


-60 KNm +60 KNm 
Г 20.6? 
Шо = Mo = - Р = ° =60 KN 
Ma 21 "m E 
2 9 
ӨЛЕ -2È 20:45 L 50,625 KN 


Acţiunea necunoscutelor Z; = 1 şi Z, = 1 pe S.B.: m, si m, (Fig. 8.5.c) 


Fig. 8.5.c 
21=1 n 


Z;-1 


_4EI pp _ 4-3EI 


Ku = 2EI 
m 6 
ks 3- El 3:378] ,, 
1 , 
г 4EI 4EI 
Calculul rigiditátilor K; = K,, = = = Here EI 


barelor la rotire de nod 
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Calculul coeficienţilor necunoscutelor şi al termenilor liberi 


ru = Ко + Kis = 3EI Рэ = ү = z Ко = El 

ға- Kn - ЕІ Гол Ko + Кд + Коз = SEI 

Res Suea Ri Ræ = Y M, = +60- 50,625 =9,375 
1 2 


Sistemul ecuațiilor de condiție este: 


3EIZ, + EIZ, - 60 = 0 =s 3A + B- 60 = 0 


EIZ +5EIZ, + 9,375 = 0 +5B + 9,375 = 0 
U 
2 = А = 22,098 |, = 22,098 
ЕГ?; = B = -6,295 В = -6,295 


(9 = 22,098 x L 
EI 


Z/=- 6205 ele. 
EI 


Calculul şi trasarea diagramei de moment M (Fig. 8.5.d) 


M = M s + mi:Zi + тә.7» 


C22,099 > 

-6.295 -12,59 ©-63,2142 
+44,196 422,008 -12,59 

-60 460 -50,624 


3122,09 


11,049 


148 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


PARTEA A II-A 
VIN. 
III III] 


Mmax=23,952 
TZ 


g) 


52,098 


ы Fig. 8.5.d, е, f, g 


Bara 2-4 


Calculul forțelor táietoare T (Fig. 8.5.) 
6295 p. E _2 36 


_ 1104922098. 287 
A ------і- 


Bara 1-5 
22,098 Tis 
Ф D 
Ts: = Tis = 8,287 @ T4» = Т4 = 2,36 
b o —— 
11,049 3,148 
69,508 


Bara 1-2 m KN 
m 


22,098 

CELL IEI TEL IEI] 

(D ¿ @ 
"les =67,092 


| = -52,098 


52,098 


e | 
@ х0-2.605 5 
67,092 
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(EM), -0-У,:6-22,098-20-6-3--69,508- 0 


у,- 31259 —52,098КМ 
6 


(ХМ) 2 -V,,:6--69,508--20-6:3-22,008 0 


ys T = 67,902KN 


Т, -52,098-20-х, = 0 > x, = 2,605т 


M, = 22.098: 2,605 — 22,098 — 20- 2,605. 2 = 45,757 KNm 


Bara 2-3 Fig. 8.5.e (EM ji = У,; :4,5-63,215-20.4,5.2,25- 0 
КН _ 265,715 


63,214 р=20 = V, = a = 59048KN 


> 


(ОСАО А (EM ), =-У,,:4,5+20:4,5:2,25-63,215=0 


© 4,5 © V,, = Hn = 30,952KN 


[jon =59,048 Ma =30,952 T. = 59,048 — 20: x, = 0 > x, -2,952т 


М ы, = 59,048 - 2,952- 63,215- 20- 2,952. = = 23,952KNm 


Calculul forțelor axiale N (Fig. 8.5.f) 


SUD QD 52,098 


№, 28287KN 
— 8.287 2,5-0 
М, ,-52,098КМ 
М4 Fig. 8.5.f e 


НӘР 2) 59,048 


Мыз Y X, =8,287-2,36- N, =0 
8287 ^ і 
"T N, , =5927KN 

67,092 x. Y Y = N, , —67,092-59,048=0 


N, =12614КМ 
| N54 
Fig. 8.5.f 
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APLICA ТА 2 


Se cere calculul si trasarea diagramei momentelor incovoietoare M la 
cadrul din fig. 8.5, (rezolvat anterior) utilizând procedeul distribuţiei şi transmiterii 
momentelor (CROSS). 


= 20 KN/ml 
ELL E AP LEI Lu 


p=20 KN/ml 


ШЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕЕ ИШЕНИШИНЕ! 
Ф Ф 


Se observă că diagrama Mẹ nu are 
nodurile in echilibru, deoarece 
acestea sunt blocate la rotire. 


Pentru obtinerea diagramei de moment M se vor debloca pe ránd cele douá 
noduri, acestea rotindu-se sub acțiunea momentului neechilibrat pe nod: M, = = Mj 
Momentul neechilibrat se distribuie capetelor de bará care intrá in nod, functie de 
rigiditatea fiecárei bare prin intermediul coeficientilor de distributie: d jp x 
unde, 


K; — reprezintă rigiditatea la rotire de nod а barei i-j 


K, => K, — reprezintă rigiditatea nodului i 
d.Mi — reprezintă momentul distribuit barei ij 


u 
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Momentele distribuite se transmit capetelor de bară opuse pe jumătate, 
dacă acestea sunt noduri sau încastrări din reazeme. Procedeul iterativ presupune 
parcurgerea a patru paşi pentru fiecare nod deblocat: 


- pasul 1 — distribuţia momentului neechilibrat pe nod M, capetelor de 
bară care intră în nod: d,M; — moment distribuit 


- pasul2 — verificarea operaţiei de distribuţie 
$ d, Mi =M; 


- pasul 3 — transmiterea momentelor distribuite capetelor de bară opuse, 
docă sunt alte noduri sau încastrări din reazeme: 14,М. -» moment 
2 1 


transmis 


- pasul 4 — blocarea nodului i în poziţia гоша, semnalând echilibrul perfect al 
acestuia (se trag nişte linii deasupra momentelor distribuite) 


Operația se repetă rând pe rând pentru fiecare nod al cadrului până când 
momentul neechilibrat pe nod scade sub limita convenită iniţial. In exemplul de 
față se admite ca limită M; = 0,001 KN -m , practic o valoare nulă. 


Iteratia se face pe schema statică a structurii, pe care au fost trecute 
rigiditátile la rotire de nod Ку, coeficienţii de distribuţie di; şi momentele de 


încastrare perfectă Mj . (fig 8.5.h) 


Calculul factorilor de distribuţie 


Nodul 1 Nodul 2 
K =K „+K, = 3EI K, = K+ K+ K,, =5EI 
NU ы” A К. 2EI 0,4 d 

3EI 3 K, SEI 

EI 1 К, ЕІ 
4 "SEI 3 pp SR 2——202 

K, SEI 

= dz =0,4+0,4+0,2=1 

DRM 2.4;-0,4-0,4-0,2-1,00 
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(222,098 
+0,001 
-0,001 а -0,003 
+0,017 ә 40,008 
-0,026 — -0,052 


+0,261 -->--0,130 -63,213 


-0,392 ж -0,783 0,003 - 
+3917 — = +1,958 -0,052 
-5,875 — -11,75 -0,783 
340 а +20 11,75 
| 2-60 +60 |, 42, ]-50,625 
13 3 o2 AS 
SEL. SERE 
Pa 33242 
"ө ann 00 
555. 55252 
Ale d sl FFFA 
£ Fig. 8.5.h 
Nod Мі--УМ, 
1 |3460 | 
2 -(60+20-50,625)=-29,375 
1 +5,875 
2 -1,958 
1 +0,395 
2 -0,130 
1 +0,026 
2 -0,008 
1 +0,001 
OBSERVATIE: 


Diagrama obținută este practic identică cu cea de la aplicația 
anterioară. 
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APLICA ŢIA 3 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE. 


Pentru cadrul din Fig 8.6 se cere calculul şi trasarea diagramelor de 
eforturi M, T, N utilizând procedeul distribuţiei şi transmiterii momentelor şi 


reprezentarea poziției deformate. 


р= 15 EN 


Calculul momentelor de încastrare 
perfectă: Mp — (Fig.8.6.b) 


-90KNm . 490KNm "i 


Z 


Se observă că structura are un 
singur nod, fix, legat prin două 
bare de două puncte fixe 
(încastrările din rezemări). 


Calculul rigidităţilor barelor 
la rotire de nod (Fig. 8.6.a) 


Calculul factorilor de distribuţie 


K = К+ Ky + Ka = AITEI 
а, Ки = ӨЛЕ уң 
K, AJT7EI 
Ку El 
d, = =0, 
K, AJT7EI 
K,  LSEI 
dcus EE T 
K, 4ITEI 


Уа, =0,4+0,24+0,36 =1,00 
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Nod M; = Mi 


-(+90-30) 
= -60 


Fig. 8.6.с 


nb » 


@ 


2 хо 


= n 6 


2,86 т 


POZIŢIA ` 


DEFORMATĂ Ө, 


Fig. 8.6. 


Calculul forțelor táietoare Т (Fig. 8.6.4) 


Bara 1-4 (EM), = 0;У, ,:-6-102+66-—120:3=0 
120 NE 
102 66 Meg a VSN 
@ ( ) © (EM), = 6;-V, 4 :6+66—102+120-3=0 
(a) 324 
in 3 | 3 4 Vis 3r cR 
| 
V4.17 66 М.а-54 Ма-66-3-102-96КМт 
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Bara 1-2 


15 KN/ml 


Bara 1-3 
141 4 


Tiam 14417265 4 кла (D |7 
E = 42,9 
Тзл=Тз=5,4 34,32 (т) 
UZ 


PE e 


EE E s Fig. 8.6.d 9 19,99 
№ =2.86 т 
sina = 0,6; соѕа = 0,8. 


(УМ), 302 V, ,-4-516-15-4.220 
1716 


ЖЕ -429KN 
(УМ), 202 -V, ,-4415-4.2-516-0 


68,4 


V, = =17, KN 


Т, = 42,9-соз5@—15х,-соз@ = 0 
X, = 2,86m 


2,86? 
M max=42,9-2,86-51,6-15- SN КМт 


Calculul forțelor axiale N (Fig. 8.6.е) 


Se vor calcula eforturile axiale N pe bara 1-2 utilizând desenul anterior: 
М, =+V, sin œ -17,1-0,6 =+10,26KN 
N, , = *V, sin @—15-4-51п 0 = 10,26—60:0,6 = —25,74KN 
OBSERVATIE: 


Au fost reduse forțele de la dreapta secţiunii în care s-au efectuat 
calculele. In continuare se vor utiliza ecuaţiile de echilibru exprimate pentru nodul 
1, considerat un punct în plan. 
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db Ak [уу 202N..-54-3432-cos o -25/4-sin a 
NOD @ Ж де 1 1-3 > Й 
T <, < М,,-54-34,32-0,3-25,74-0,6-0-> 
1-4- 
М,,-96,9КМ 
А о 
М4 > Х,=0= N,,—5, - 25,74 соз a + 34,32 sin a 
nod 1 
а Aa М,,-5,4-25,74-0,8--34,22-0,6- 0 
13-594 $ 
Fig. 8.6.e 13 Digo e 


Calculul deplasării verticale 7, (Fig. 8.6.f,) 


Deplasarea se calculeazá utilizànd formula Maxwell-Mohr: 


= o d 
Va = |М -m 13; 


Se propune următoarea structură static determinată pentru trasarea 
n . 0 
diagramei m a: 


6EIv, =2:1,2-102-3—1,2-96-3 = 388,8 
388,8 
U, = 
6EI 
EI 22.10 KN -m 


= 0,324mm 


(= I) 
Fig. 8.6.f, 


Calculul deplasării orizontale 24, (Fig. 8.6.f2) 


Fig. 8.6.4, 


бЕГи, = 2-1,33-7,2-1,33 = 25,472 


14, = 0,0000215т 
À = 1,33 


1,33 
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Calculul rotirii nodului 0, (Fig. 8.6.f;) 


6EI0, = +2,4-102-1+2-2,4-66-1—2,4-270-1= —86,4 


sau 


= | 


6ЕІӨ --2:2-51,6-1--2-60-1--86,4 


Rotirea nodului va fi: 
ЖЫ e ct uui 
6 Е EI 


1 


Fig. 8.6.f; 


APLICA TIA 4 


Se cere calculul diagramei momentelor incovoietoare pentru grinda 
continuă din fig.8.7, utilizând procedeul iterativ CROSS. Cunoscând diagrama M 
se cere trasarea diagramei forţelor tăietoare T şi a poziţiei deformate a grinzii. 


Fig. 8.7 
RN P = 100 KN 
P1 = 20 -r p2> 15 
j I = I ZA I A 
к= yt ШЕШЕ _ = 


Grinda continuă de mai sus poate fi considerată o structură cu noduri 
fixe, nodurile fiind secțiunile din dreptul reazemelor intermediare. Sistemul de 
bază este prezentat în Fig. 8.7.a: 
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S.B. 
4-ЕІ 2 
14 6 3 EI 12 
-EI 1 
К = = ---ЕІ 
6 
2 
Mly, m Al = x EMT a 
- A Т SE = 12 
ls E Ф Q max =: . А 
[KNm] Mmax = 27,828 (79.046 Mmax = 36,066 [KN-m] кесі. .. 100 6 = 75 
Pozitia deformata 15 62 


-- -- E Fig. 8.7.a 


(4) 1 (b 1 2/3 EI B 5 1/2 EI (3) 
60 [ЗЕ] +60 [272 75 1, +5 |857 -67,5 
+3,75 +7,5 75 +5  — 33,15 Ж -4,81 E 
+0,81 +1,61 8:09 -6,44 === -0,35 NOD Мс 
40,05 = +0,П1 +1,61 +0,81 -0.03 т 
(69,22 -0,23 -0,46 С72,69) -(60-75)=+15 
+0,12 +0,06 Q | -(75+3,75-67,5)= 
-0,01 -0,03 =-11,25 
40,01 D | +3,22 
Q | -081 
D | +0,23 
, 2 | -0,06 
Fig. 8.7.b D +0,01 


Se observă că nodurile sunt în echilibru şi transmiterile între noduri au 
fost corect efectuate. 
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Calculul forțelor táietoare T (fig.8.7.c) 


Bara 4-1 
55.39 р=20 ы 69.22 (УМ), 20S V, |-6—55,39+69,22—20-6-3=0 
(4) «шц @) у меп ТО, 
|: i 1 (Y. M), 20 5 -V, ,:64.69,22420-6:3-5539-0 
РЕ V4.1 757,695 М4 262,305 - i mee 
Ф У, -57,695--62,305-20-6-0 
x9-2,884 E (т) Т, -0->57,695-20-х,-0-> x, -2,884т 


Fig. 8.7.с -62,305 


М.,,-57,695.2,384-55,29-20-2,3847 3 = 27,828KN - m 


Bara 1-2 
100 
69,22 72,69 (УМ), 20— V, ,.6-6922-100-3 72,69 - 0 
i y ( 296,53 
(D | ® ) (2) Vp = — = 49522KN 
Ë 3 2 i SM), 205 -V, |-6+72,69+100-3—69,22=0 
Vi-2= 49,422 У |= 50,578 За Ая 
ү, = 2277 = 50,578КМ 
49,422 о 
Уу = 49,422+50,578—100=0 
(D M , 249,422-3— 69,22 = 79,046KN -m 
; Ө 50,578 
Fig. 8.7.c n 
B 2- 
ara 2-3 E KN 
72,69 P= аі 
DE (3) (УМ), 20— V, ,:6-72,69-15:6:3=0 
t бта A алло RN] 
Vp 3=57,12 Уз =32,88 6 
5742 (>,.М),-0->-У,,:6:15-6-3-72,69-0 
V, , = ЕЕ 32,88[KN | 
3 6 
| _ T, =0=57,12-15: x, = x, = 3,808 
sm (т) 
x0=3,808 
Fig. 8.7.c PUB 
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2 
Мк =5712-3,808-72,69—15 I =36.066[KNm] 
Calculul rotirilor nodurilor 0, si 0; si a deplasaării verticale v, (Fig.8.7.d) 


Se va utiliza formula Maxwell-Mohr: 


8 = |M -m = 616 --2.6.55,39-1-2.6-69,22.1--6-180-1--415,32 


puces 03959: d 
GEI 
Fig. 8.7.d =з | 3 


у, = f Mni) E = 6EIy, ——3-6922.1,5- 2-3. 79046 1,54-2-3-79046.1,5 3. 72,69-1,5 - 784233 
у = в 1307051] 
GEI EI 
С 
Fig. 8.7.е 
o dx 


6, = [M -m, — = 6EI6, =—2-6-57.12-1+6-135-1=124,56 
EI 


Ө, = EOD 2076-1 [rad] 
6EI EI 
APLICATIA 5 
Pentru structura din Fig. 8.8 se cere determinarea diagramei M, utilizând 


procedeul iterativ CROSS. Cunoscând diagrama M se cere calculul şi trasarea 
diagramelor T,N şi a poziției deformate. 
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Sistemul articulat (Fig.8.8.a) 


STR. STATIC DET. 
Fig. 8.8.a 


4,5 
|I Fig.8.8 Noo tercie oegos 20; 


Rezultă cá structura iniţială este un cadru cu noduri fixe 


Sistemul de bază şi momentele de încastrare perfectă sunt prezentate 
în fig.8.8.b. 
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STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


k, = —— — = EI 4,5? 
4 Miss = - M61 = 80959 .. 0501605 5450/63 
4- EI 12 
k. = kj ni ug L33EI 30-4 52 
HS Mos то ш а. 
Къ = -1,78ЕІ san: 
“з M34 = ва. — ^3 — 10125 
К, = ku = = -L33EI 
E Schema de iteratie 
+0,39 (Fig.8.8.c) 
-421 
+50,63 
-101,25 
9e Г3ЗЕІ A, (4) 
ЖОЮ. яш сш 
55558281 
TQ? T| ++ Calculul coeficientilor de 
a | distribuţie dú NOD 1 
SL s E ti -1,58 k, = (1+1,78+1,33)EI = 4,1 1EI 
225284522 TS (8) EI 
+E FS T SII + Hp -75,94 ‚аз = = 0,243 
2 1 І.3ЗЕІ A ДЛ1ЕІ 
5-16 2081 „= ЗЕ oan 
= ° = — 8 es АД1ЕЇ 
di e dania un 133ЕІ 
PE ei a4 
| | +0.03 +0,02 ПЕ 
ё s 40,34 +0,17 
- eai 41827 49,14 
е е -50,63 +50,63 
F T| FEF в ? ? (6) 
NOD Мі--ХМ; 
о 2 
“Со 
AY Y (3) | 410125 
@ | -(2531-7594)- 
—4-50,63 
me: (D -(8,44-50,63)-42,19 
ре (3) | -842 
2) | -(6,84-2,10)2-4,74 
Fig. 8.8.c (D | +0,79 
© +0,79 
D -(0,20+0,13)=-0,33 
(D | +0,06 
@ | 40,05 
Q | -0,02 
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E 40,297 
60,75 
38,60 Mmax=48,6 
22,15 
59,06 
21,54 31,99 


Bara 1-7 
эс PRE ШЕ -392 
(D Е 
4 
(7) Т,-Т,-3,92 
5.23 Fig. 8.8.d, 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Өз=35,15 x I/EI 


02228 x І/ЕІ 


01=10,475 x І/ЕІ 


Fig. 8.8.f 


22,15 
gue 19 = 214922015 = 14,56 
Ө 
3 
Tp = To] = 14,56 
= 
21,54 Вага 1-2 
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STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Bara 2-3 
54,41 
A кенен 
54,41+38,60 _ 
3 = 31.00 
T53 = 31,00 
(2) = 
w 
30,60 
Fig. 8.8.d, 
Bara 1-6 
_a0 EN 4,5 
31,99 p=-30 1 59,96 SM 70 V, ,45-319945996-30-45.77- -0 
) 
но va = SS 
FE 4,5 m a à 28 
Vi -6 =61,68 V6-1 =73,72 (УМ), =0 => V; :4,5+59,96 +30- 2 -3199-0 
61,68 
V. = 551,12 үз ТОҚЫ 
Ф 4,5 
ü | (T) T, =0= 6128-30: x, 20 > x, -2,043т 
хо-2,043 9 ү! 
| 73.72 M „ax -61,28.2,043-31,9-30-2--- = 30,60 KNm] 
Fig. 8.8.d; i 2 
Bara 2-5 KN às 
60,75 р-30-- (УМ), 202 V, ,-4,5-60,75-30-4,5 та 0 


ыы o 


E 4,5 m 
V5.5281 


e 


81 


7 327 


x0=2,7 


Fig. 8.8.d3 


© 


54 


_ 364,5 


У, 5 = 80 КМ] 


4,5? 


(УМ), 202 -У,, :4,5+30: а -60,75-0 


243 
V, , =—=54[|KN 
mer UAN] 


Т, =0> 81-30: x, =0 > x, = 2,7т 


24 


M max =81:2,1—60,75-30: = 


= 48,6[KNm] 
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Bara 3-4 ( 


P=120KN 


( 


STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


УМ), 202 V, ,:4,5-5441-120-225-0 


= HM = 72,09[ КМ] 


3-4 


У.М),-0->-У,,:4,5:120-2,25-54,41-0. 


= M =47.91[KN] 


4-3 


> 


F ig. 8.8 d; M. = —(—17,91 2,25) = 40,297 KN Ы m] 
NOD 3 NOD 2 
T3.4272,09 Мз-2-72,09 
= T3.2231 
N3.4231 
T5.5281 
15.3231 | Мә-5-16,44 
| № _3=72,09 
Т.2=14,5 
NOD 1 
Мі.2-153,09 
N2.12153,09 
| УХ; = 0 
a -31 +14,56 + №5 = 0 
T2-1=14,56 Nos = 16,44 KN 
T1.6261,28 
.6710,64 
i -7209 — 81 + Ni 20 
Ni = 153,09 KN 
T1.723,92 
| УХ,=0 
Мі.7-184,37 N +3,92—14,56=0 

xY-0 N = 10,64KN 
М, ,-153,09-61,28- 0 
Nis 5214374 Fig. 8.8.6 
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Trasarea poziţiei deformate (Fig. 8.8.1, f2, fs) 


Se vor calcula rotirile Ө}, 05, 05 utilizând formula Maxwell Mohr: 


=n MS; 8, - [nt M Se: 8- [т-м 


m| 


-| 


1 
m, = 3PL 512045. „, 
8 
ERES жуа 
2-5 5-2 4 4 
=151,875 
Fig. 8.8.4; 
6Е10, = —2.2,25.54,41-1+2,25:202,5:1= 210,78 0, = 3515 
6ЕІӨ, --2.2,25-38,60-1--2,25.151,875-1-168,018 Ө, = 28-- 


6EI0, = —2- 2,25. 3199.1— 2,25- 59,96 -1+ 2,25 :151,875:1= 362,854 Ө, = 10475 
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REZOLVAREA CADRELOR CU NODURI DEPLASABILE PRIN 
PROCEDEUL DE OPERARE ÎN DOUĂ ETAPE 


În procedeul de operare în două etape sistemul de bază pe care se face 
rezolvarea structurii este cadrul cu noduri fixe, obţinut prin blocarea gradelor de 
libertate elastică ale structurii. În etapa a-l-a se rezolvă cadrul cu noduri fixe 
(sistemul de bază) încărcat cu forţele exterioare si cu necunoscutele translatii de 
nod, egale cu unitatea, folosind procedeul distribuţiei şi transmiterii momentelor 
(CROSS). În etapa a doua se determină valorile efective ale necunoscutelor 
translatii de nod şi diagramele de eforturi M,T,N şi poziţia deformată a structurii. 


APLICAȚIA 9 


Se propune rezolvarea cadrului cu noduri deplasabile din fig. 8.9 
utilizând procedeul de operare în două etape pentru trei ipoteze de încărcare: 


p = 12 KN/ml 
ШЕ ЕЕЕ ЕЕ ЕНЕ ЕЕН P=30 KN 
3I її X 3I ЗІ A 
la 12 m ыш 6m | la 12 m la 6m 8 
а) b) 
p = 8KN/ml 
3I І A 
I I = 
Fig. 8.9 ja 12 m pia Өт М 


c) 


Ipoteza a) de încărcare a structurii (fig. 8.9.a) 


Se observă că structura are două noduri rigide, 1 şi 2. Studiul ei se va face 
apelând la sistemul articulat corespunzător structurii (fig. 8.9.a;). 
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p = 12 KN/ml Fig. 8.9.a Fig. 8.9.2, 


EERFESEBEOBUSBESERE 
(D 


© 
= 


@ m MECANISM 
1 GLC 


— 


12 m ЕЕ 6m z 


Nac =|l+r-—3c|=|3:2+5-3-4=|-1 


Sistemul articulat fiind un mecanism cu un grad de libertate cinematică, 
rezultă că structura reală este un cadru cu noduri deplasabile care are un grad de 


libertate elastică. 
Nore = Norc = 1 


OBSERVAȚIE: 


Se poate vedea şi prin observare directă că nodurile rigide 1 şi 2 se pot 
translata pe direcţia orizontală, deplasare permisă de reazemul simplu din 


secţiunea 3. 
Procedeul de operare în două etape. Etapa I 


Sistemul de bază folosit în etapa I este cadrul cu noduri fixe obținut prin 


libertate se face cu ajutorul unui pendul orizontal introdus în secțiunea 3, care 
devine astfel punct fix (fig. 8.9.a;). 


S.B. p = 12 KN/ml 71 
| 


ИИИИЙ: 


9 12 т 2. 6m š: Fig. 8.9.а› 


— Forţele exterioare: Mr 


Pe sistemul de bază (C.N.F.) acţionează 
— Necunoscuta translație Ziz1: m; 
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Rezolvarea sistemului de bază (C.N.F.) 


Acţiunea forţelor exterioare: My 


Pentru determinarea diagramei de moment Mk produsă de forţele 
exterioare pe sistemul de bază, trebuie să se calculeze momentele de încastrare 
perfectă Mẹ care apoi sunt iterate (procedeul CROSS) obținându-se diagrama 
căutată. Procedeul iterativ cere cunoaşterea rigiditátilor la rotire de nod K, iar 
obţinerea diagramei m, produsă de acțiunea necunoscutei Z4-1 pe sistemul de bază 
cere cunosterea rigiditátilor la rotire de bară K (fig. 8.9.a3). 


Fig. 8.9.а; 


Kos LM EEL KeK) SEE ЕІ K4- Du -L5EI 


Calculul rigiditátilor la rotire de bară К (fig. . 8.9.3) 


> 6-3EI 


— — -EI 
Ne EL Кі A е: 


--15ЕІ K+ = D --LSEI 


Calculul momentelor de incastrare perfectă Mr (fig. 8.9.a3) 


Momentele de incastrare perfectá produse de fortele exterioare se calculeazá pe 
sistemul de bază al C.N.F. (sistemul de bază în etapa a-I-a), adică pe cadrul care 
are nodurile blocate la rotire S.B”. Momentele de încastrare perfectă apar numai pe 
barele care au forte pe parcursul lor, adică barele 1-2 si 2-3: 
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p? 1932 
Alo l3 — = — --144 KN:m 
(A2=- Оз 5 5 
p^ | 12.62 
l3 — gs --54 KN:m 


Aplicarea procedeului iterativ al distribuţiei si transmiterii 
momentelor (CROSS). Schema de iteratie (fig. 8.9.a4) 


Fig. 8.9.a4 

-0,02 2—————— -004 . 

+0,32 +0,16 

-0,64 -1,29 

+9 44,5 -0,08 

-18 -36 -1,92 

+72 +36 -54 © 
/N 


= СЧ 
om NOD Mj2-E jk 
ОО © j 
++ + 
] (+144 
2 |-(36+144-54)=-126 
] (+18 
$e 2 |-4,5 
= 2 ] 40,64 
TRI 2 |-0,6 
9 Gn. 52 
Calculul coeficientilor de distribuţie d; 
NODUL 1 
El 1 1 1 
K = EI+ EI -2EI (PRU 73 > 32 ыза ка 
NODUL 2 
ЕВ BE p p ЧЕ дуд. dosi д 
3,5 ЕЇ 3,5 ЕЇ 


Уа, =0,286+0,286+0,428 = 1,000 
2 
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Acţiunea necunoscutei 7-1 pe S.B : m, 


Calculul rotirilor de bară W produse de translatia de nod Z;-1(fig. 8.9.а;) 


Se va utiliza sistemul articulat, mecanism cu un grad de libertate 


cinematica. Se va da o deplasare orizontală egală 


cu unitatea nodurilor 1 şi 2, respectiv 
1 l l reazemului simplu vertical 3. Se 
г! observă са barele 1-2, 2-3 se 
translatează (W12=wW23=0), iar stâlpii 1- 
5 şi 2-4 se rotesc. Considerând 
deplasarea infinit mică se poate 
accepta că (суғару. Astfel se obţin 
rotirile de bară ca fiind: 


1 
Yis =5=t7; Vu =t’ V; = W, = 0. 


Calculul momentelor de încastrare perfectă produse de Z.=1 pe SB: 44 
(Fig. 8.9.a6) 


iteratie 
== CROSS 
(5) (4) Fig. 8.9.as 


OBSERVAŢIE: 


Poziția deformată a sistemului de bază cu nodurile blocate la rotire, este 
strâns corelată cu poziţia deplasată a sistemului articulat. Momentele de încastrare 
perfectă M se calculează utilizând rigiditátile la rotirile de nod K. 


= 1 
„йз= „у= ba Mp Kis Y; = ЕЕЕ ] = —0,375EI [KNm] 
Ja (i= /(pa=0 (yi2-yo3-0). 
Iteránd momentele de încastrare perfectă M4 se va obține diagrama ті, adică 


diagrama produsă de necunoscuta translație de nod 21=1 pe sistemul de bază 
din etapa I (Fig. 8.9.a7) 
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Schema de interatie (fig. 8.9.a7) 


20001 ` 

40,001— 40003 — 

-0.020 — -0,010 
40,040. 10,080 50,004 
+0,188 4 


Mj--E 4c jk 
J 


] [40,375 

2 |-(0,094-0,375)=+0,281 
1 -0,040 
2 

1 


+0.010 
-0.010 


Fig. 8.9.a; 


30,001 
10,04 
-0,375 


Se reprezintá momentele obtinute pe sistemul de bazá (C.N.F.) in etapa I 
în fig. 8.9.аз: 


Fig. 8.9.as 


0,291 0,334 


Procedeul de operare în două etape. Etapa a-II* 
În etapa a doua există trei obiective: 


1. Determinarea valorii necunoscutei Zi, translație de nod. Sistemul 
de bază (C.N.F.) utilizat în etapa întâia a fost obținut blocând posibilitatea de 
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translație a nodurilor (blocând gradul de libertate elastică). În blocajul de translație 
al nodurilor (fig. 8.9.a2) apare o forță orizontală Б. În structura reală nodurile se 
translatează liber, deci trebuie să se impună sistemului de bază condiția ca 
reacţiunea totală К; să fie zero. Se obţine astfel ecuația de condiţie a metodei, care 
este o ecuaţie de echilibru static: К,=0. 


Uulizând simultan principiul proportionalitátii şi principiul superpozitiei 
ecuaţia de condiţie devine: 
R;2r Za+Rr=0 unde, 


гі — reprezintă reacţiunea forță orizontală din blocajul gradului de 
libertate elastică produsă de acţiunea necunoscutei 21=1 ре sistemul de 
bază (C.N.F.) 


Кіғ - reprezintă reacţiunea forță orizontală din blocajul gradului de 
libertate elastică produsă de acţiunea forțelor exterioare pe sistemul de 
bază (C.N.F.) 


Calculul reacţiunii ru, forță orizontală (fig. 8.9.a9) 


Se va exprima echilibrul riglei 1-2-3 ( >` X, =0) încărcată cu forțele 


rigla 
tăietoare produse de momentele m, pe stâlpii structurii. Pentru aceasta se izolează 
rigla din structură şi se calculează forțele tăietoare pe stâlpi. 


0) 2 Өр 


Tis =0,1248EI Т4 -0,1565ЕІ ~ ry -0,2813EI 
0,208EI 0,292EI (А 
| ту, 00208029 DEI дви | T, 00292:0334)EL o | ssp 
0,291EI (Liu Som š 
Ts; = Tis 0,334EI To -T Fig. 8.9.a9 
(5) © 42 24 
> x, =0 ғи-Тѕ-Тд = 0 7,,20,2813 БІ [KNm] 


rigla 


Se observă cá reacţiunea гі acţionează în sensul axei 0х deci va avea 
conform convenției de semne semnul plus. 


174 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Calculul reacţiunii Rar, forță orizontală (Fig. 8.9.a0) 


Reactiunea forță orizontală Rap este produsă de momentele My obţinute 
pe sistemul de bază în etapa întâia şi de forțele orizontale direct aplicate pe rigla 
structurii dacă există. În ipoteza a de încărcare nu avem decât forte verticale pe 
structură. Se va izola rigla structurii sectionánd stâlpii imediat sub riglă şi se 
calculează forțele tăietoare pe stâlpi, produse de momentele Ме. 


(1) 2 (3 4, К =-16,5КМ 
Кес REZ E A 


Tis 230,50 Т4 =14 
31,33 
~ T 37,33 {D —- 
-81.33+40,66_ 37,33+18,67 
| T 4 аз | D 4 =14 
40,66 —— 18,67 (V) 4——— | 
(5) T5; = Tis (4) Tao = Тол Fig. 8.9.a10 


> X, =0 = -RueTu-Tua-0 = -Rır+30,50-14=0 = Riz=16,5 KN 


rigla 
Se observă că reacţiunea Күк acționează іп sens contrar axei 0х, deci 
conform convenției de semne va avea valoare negativă. Rezolvând în continuare 
ecuaţia de condiţie se obţine valoarea necunoscutei Z4: 


Ru Za+Rir=0 0,2813-ET-Zi-16,520 Z7 458.656 


Se observăm cá necunoscuta Z4 a rezultat pozitivă, ceea ce însemnă că 
translatia nodurilor are loc de la stânga spre dreapta (vezi fig. 8.9.а;). 


2. Calculul şi verificarea diagramei de moment finale MA! 


(fig.8.9.a,,). 


Utilizând principiul superpozitiei şi principiul proportionalitátii se 
obtine: 
MP" =M,+m:Z, 


Calculele se vor face pe schema structurii (fig.8.9.a11) 
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41220 49,880 +733 
-81,33 +147,33 -110 
Bei 6 
+ + 
© 
45% 
=: Fig. 8.9.а 1 


FINAL 
MEIN 


Verificarea diagramei se face exprimánd echilibrul riglei izolate 


din structură (fig.8.9.a.2) 


(9 (2 (3) 
= ——— y — 
Tis 223,205 Т4 223,18KN 
69,13 (аз q 54,46 220 
23,69+69,13 _38,26+54,46_ 
| Ti = 4 =23,205 To = 4 =23,18 
23,59 14). » 38,26 (5) ——— 
(s) a= hs @ la = Da Fig. 8.9.ap 
[23.205 — 23,1 8 
> x, -0 — | +23,205-23,18=0,025 > €= .100% = 0,108% 
rigla 23,205 
€ «196 (limita admisá) 


3. Se constată cá momentele МА" respectă limita de eroare admisă 
(e < 1%) asfel că se poate trece la trasarea diagramei şi calculul momentelor 
maxime (fig.8.9.a,;). 
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Calculul momentului maxim pe bara 1-2 (fig.8.9.a14) 


Bara 1-2 
55 в | i 5 TT] | 157. "i (Ум), = ү1-12-69,13+157,13-12:12:6=0 
D C V1264,67 KN 
MM (2) (YM)20 -У,124157,13-12-12-6-69,13-0 
V;=79,33 KN 
Vi=64,67KN [ к Тхо=0 64,67-12-х0=0 nw m 
64.67 mx =6467-5,389-6913—12-5,389: = 
(D — =105,129KNm 
x.=5,389 m ІСІН 79,33 
Fig. 8.9.a14 
Calculul momentului maxim pe bara 2-3 (fig.8.9.a,5) 
Bara 2-3 Fig. 8.9.а5 
p = 12 КМ 
102,67 M)-20 %:6-102,67-12-6:3=0 
ШЕШІП Шар» Xa 
(2) CL (3) V;=53,11 KN 
- m — (Ум), = -13:6+12:6:3-102,67=0 
У2=53,11КМ№ 3-18, 
| у;-53,11 V3-18,89 KN 
Vs=18.89KN Txo=0 53,11-12-җ=0  xo=4,426 т 
53,11 M. =5311-4,426- E 
(T) g =14,858KNm 
X.=4,426 m 18,89 
COO O 6 


Calculul şi trasarea diagramei T (fig.8.9.a16) 


1 Xo =4,426m 


23,205 [KN] 23.18KN Fig. 8.9.216 
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BARA 1-5 BARA 2-4 Fig. 8.9.а16 
(D 
69,13 у «— 54,46 2 
T -23,205 T =23,18 
Б 38,26 
(5) Ts; = 15 -23,205 (4) T4» = Toa 223,18 


Se observă că diagrama forțelor tăietoare pe barele 1-2 şi 2-3 este deja 
cunoscută din calculul momentului maxim pe aceste bare. Forţele tăietoare pe 
stâlpi sunt de asemenea cunoscute din calculele de verificare ale momentului final 


(fig.8.9.a») 
Calculul şi trasarea diagramei N (fig.8.9.a17) 


Se vor utiliza ecuaţiile de echilibru static exprimate pentru fiecare nod 
din structură. 


NOD 2 
NOD! (T) үт =64,67KN 747933, ps =53.11 
N12 =23,205KN Ñ тигі -N30 
21-45, 


Tis =23,205 


Toa 223,18 


ыры №з=0 (eliminând | 
erorile de calcul) | N24 =132,44KN 


(23,205 
[KN] 


64,67 (N) 


Trasarea poziţiei deformate a structurii (fig. 8,9,214) 


132,44КМ Fig. 8.9.а1; 


Se va utiliza valoarea translatiei nodurilor cunoscută din rezolvarea 


structurii 41=58,656: = si diagrama de moment MAL care indică poziţia fibrelor 


întinse pe fiecare bară. Se va ţine cont de faptul că nodurile 1 şi 2 se şi rotesc, chiar 
dacă aceste rotiri nu au fost calculate (0, si 02). 
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Pozitia 
deformata 


Fig. 8.9.а18 


Ipoteza b de încărcare a structurii (8.9.b) 


P = 30 КМ 
— 


E 12m M 6m ei 


Fig. 8.9.b 


Se observă că structura este încărcată cu o singură forță exterioară P=30 
KN, care acționează pe direcția riglei orizontale. Deoarece caracteristicile 
geometrice ale structurii sunt aceleaşi, se vor putea prelua direct multe din 
rezultatele obţinute la rezolvarea ipotezei a de încărcare. Se reaminteşte că 
structura dată este un cadru cu noduri deplasabile care are un singur grad de 
libertate elastică. Rezolvarea cadrului se face utilizând procedeul de operare în 
două etape, expus pe larg anterior. 


Procedeul de operare în două etape. Etapa I 


Sistemul de bază folosit este cadrul cu noduri fixe obținut prin blocarea 


414,-,%. 


S.B. Zi 


P =30 KN 7 


= 2M . бш, Fig. 8.9.b, 


179 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Pe sistemul de bază (C.N.F.) acţionează simultan forţa exterioară P si 
necunoscuta translație de nod Z4. 


Acţiunea forţelor exterioare pe sistemul de bază = Mr 


Pentru determinarea diagramei de moment Mr, produsă de forțele 
exterioare pe sistemul de bază trebuie să se calculeze mai întâi momentele de 
încastrare perfectă Mp, саге apoi se iterează obținând diagrama căutată. Se va apela 
la sistemul de bază al cadrului cu noduri fixe, adică la cadrul cu nodurile blocate la 
rotire (S.B). 


С) М0 (4) Fig. 8.9.b; 


Se observă (fig. 8.9.b») că în situaţia particulară de încărcare exterioară 
nu apar momente de încastrare perfectă pe nici о bară (forța exterioară P 
acţionează chiar în nodul 1). Rezultă că diagrama My va fi identic nulă. 


Acţiunea necunoscutei translație de nod Z;-1 pe sistemul de bază = 
mu (fig. 8.9.b3) 


Se va prelua diagrama m; din rezolvarea anterioară a cadrului în situația 
“a” de încărcare. 


0,167 
0,208 0,292 
0,1251; 
Fig. 8.9.bs 
0,291 0,334 
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Procedeul de operare în două etape. Etapa a-II-a 
După cum se ştie în etapa a doua se urmăresc trei obiective. 
1. Determinarea valorii necunoscutei Z;, translație de nod. 
Ecuația de condiţie, ecuaţie de echilibru static, exprimă faptul că 
reacţiunea forţă orizontală R4 din blocajul gradului de libertate elastică este zero, 


deoarece în realitate nodurile structurii se translatează liber (gradul de libertate 
elastică se manifestă liber) neexistind pendulul din secţiunea 3 (fig. 8.9.b,). 


Ri=ru Zi+Rup=0 = ecuația de condiţie 
Calculul reacţiunii ru, forță orizontală (fig. 8.9.a9). 

Reactiunea гі reprezintă forța orizontală din blocajul gradului de 
libertate elastică produsă de acţiunea necunoscutei Zı=1 pe sitemul de bază 
(C.N.F.). Această reacțiune a fost calculată în ipoteza anterioară de încărcare а 
structurii (ipoteza a) şi are valoarea: 

ru=+0,2813E1 KN (vezi fig. . 8.9.a9) 
Calculul reacţiunii Rar, forță orizontală (fig. 8.9.b4). 
Se va utiliza ecuaţia de echilibru a riglei cadrului 1-2-3 încărcată cu o 


forță exterioară Р-30 KN orizontală şi forțele tăietoare produse de momentele din 
diagrama Mg. Deoarece Мн-0 rezultă cá pe stâlpi nu apar forte tăietoare. 


P=30KN ©) (2) e j Күк = -P= -30KN 


| | y CONVENTIE 
DE SEMNE 
Fig.8.9.b, © (4) Отуз @ Хх 


> x, =0 Р-Вір-0 = Rir=P=30 KN 


rigla 
Se observă că reacţiunea Rr acţionează în sens contrar axei 0х, deci conform 
convenției de semne va avea valoare negativă. Rezolvând ecuaţia de condiție se 
obține valoarea necunoscutei 41: 
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Ri=gru:ZirRiz=O = 0,2813 ЕГ: 71-30-0 = 21=+106,648. — 


Se observă cá necunoscuta 41 a rezultat pozitivă, ceea ce înseamnă cá translatia 
nodurilor are loc de la stânga la dreapta. 


2. Calculul şi verificarea diagramei de moment M''^ (fig. 8.9.b;). 
Se va utiliza principiul superpozitiei şi principiul proportionalitátii: 
М =Mp+m-Z, =m:Z, (Mr-0) 


Calculele se vor face pe schema structurii (fig. 8.9.b;) 


+22,183 +17,81 +13,331 


en 
oo 
= 
CN 
e 


Fig. 8.9.5 


Verificarea diagramei МЕ! se face exprimând echilibrul riglei 1-2-3, 
izolată din structură (fig. 8.9.b,). 


P=30KN Ө, (3) 
— — LA 
Ө 


Tis =13,305 T»4 -16,690 СС 
22,183 (- 31,141 — 
т, =22,183+31.034_13 305 T, =51-141+35.620_ 16 699KNm 
31,034 d 4 35,620 
CR TL Fig. 8.9.b, 
(5) Ті = 115 (4) Та = T24 
0,005| 


>.Х;-30-13,305-16,690- 0,005 = [== | | -100% = 0,017% 
rigla 


€ <1% (limita admisă) 


182 


PARTEA A II-A STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 
Reprezentarea diagramei MINA! în fig. 8.9.; 


17,81 
31,141 


22,183 13,331 


Fig. 8.9.b; 


31,034 [KNm] 35,62 


Trasarea poziţiei deformate a structurii (fig. 8.9.bs). 


Se va utiliza valoarea translatiei nodurilor Z4, cunoscută din rezolvarea 
structurii (21=106,648.—_) şi diagrama de moment MFINAL care indică poziția 


fibrelor întinse. Se va ţine cont de faptul că nodurile 1 şi 2 se şi rotesc, chiar dacă 
aceste rotiri nu au fost calculate (0; si 05) . 


% 9 


Pozitia deformata 
a structurii 


Ipoteza C de incárcare a structurii (fig. 8.9.c). 


p = 8 KN/ml 
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Această structură a fost rezolvată anterior la ipoteza "a" de încărcare. 
Prin urmare multe din rezultatele obținute vor fi preluate direct. Structura este un 
cadru cu noduri deplasabile şi are un grad de libertate elastică (nodurile se pot 
translata pe direcția orizontală). Rezolvarea se va face folosind procedeul de 
operare în două etape. 


Procedeul de operare în două etape. Etapa I 


Sistemul de bază folosit în această etapă este cadrul cu noduri fixe 


Pe sistemul de bază acţionează simultan: 


— Forţele exterioare My 
— Necunoscuta translație de nod 21=1 => m, 


Acţiunea forțelor exterioare pe S.B. —Mr 
Pentru determinarea diagramei de moment Mr produsă de forțele 
exterioare pe sistemul de bază (C.N.F.) şi a diagramei m, sunt necesare rigiditátile 


la rotire de bară K (calculate anterior) şi momentele de încastrare perfectă Mp 
(fig. 8.9.c2). 
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+10,67KNm 


-10,67KN А 
а Fig. 8.9.c; 


Momentele de încastrare perfectă Ж se reprezintă pe sistemul de bază al 


cadrului cu noduri fixe S.B.” , cadrul de care are nodurile blocate şi la rotire (fig. 
8.9.c;). 


p 8-42 
A =. I mtu UE __ 1067 KN-m 
hs гр 12 


Schema de iteratie. Procedeul iterativ CROSS (fig. 8.9.c3) 


Schema de iteratie este preluată integral de la aplicația 8.9.a, având în 
vedere faptul că nu s-au schimbat caracteristicile geometrice ale structurii. 


40,01 10.03 
-0.19 -0,10 
+0,38 +0,76 +0,004 


еВ m Mjz-Lt jk 
= 1 
1 |-10,67 
2 42,67 
1 -0,38 
2 +010 
et 1 -0,01 
e 


Fig. 8.9.c3 
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Acţiunea necunoscutei translație de nod Z;-1 pe sitemul de bază: m, 


Se va prelua direct diagrama m, obţinută la rezolvarea structurii în 
situaţia “a” de încărcare (fig. 8.9.b3). 


În figura 8.9.c4 este reprezentată diagrama Mk produsă de forţele 
exterioare pe sistemul de bază (C.N.F.). 


Procedeul de operare în două etape. Etapa a-II-a 
1. Determinarea valorii necunoscutei translație de nod, Z 

Se va rezolva ecuaţia de condiţie, ecuație de echilibru static, care impune 
sistemului de bază condiţia ca reacţiunea totală Ri din blocajul gradului de 
libertate elastică să fie nulă (fig. 8.9.c.). 

Ri=ruZi+Rir=0 

Calculul reacţiunii ru, forţă orizontală (fig. 8.9.a9). 

Reactiunea ru reprezintă forta orizontală din blocajul gradului de 
libertate elastică produsă de acțiunea necunoscutei Z,-1 pe sitemul de bază 
(C.N.F.). Această reacțiune a fost calculată în ipoteza “a” de încărcare a structurii 


(fig. 8.9.а) şi are valoarea: 


г11=+0,28 1ЗЕГ KN 
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Calculul reacţiunii Rar, forţă orizontală (fig. 8.9.,c;). 


Vom utiliza ecuația de echilibru a riglei cadrului încărcat cu forțele 
exterioare: > X, =0. În ecuaţie vor intra forțele tăietoare de pe stilpi produse de 


rigla 


momentele М şi forțele exterioare direct aplicate (р=8 KN/ml). 


Ф Ф Q , R,-14225KN 
Tis -13,93KN T4 =0,295KN = 
5,15 
р= 8 KN/ml 2 0,79 
quu т 0,79-0,39 У 
Ті =13,93КМ Т,,- -0,295КМ CONVENTIE 
15 0,39 24 4 ; DE SEMNE 


Д 
13,43 Т51 =18,07 КМ 


Ф Тр = 14 
© Fig. 8.9.cs 


Rezolvăm stâlpul 1-5 folosind ecuaţiile de echilibru static. 


(9M) 20 — T54-1343-84245,15-0 = Tsı=18,07 KN 
(м), 20 -7154+5,15+8-4.2-13,43=0 = Тіз-13,93 КМ 
> X,=0 13,93+0,295-Rir=0 > Rur= 14225 KN 


rigla 


Se observă că reacţiunea Ry acţionează în sens contrar axei 0х, deci va 
avea semnul minus conform convenției de semne adoptată. 
Rezolvând ecuaţia de condiţie se obține valoarea necunoscutei Zi: 


0,2813-ЕІ:2,-14,225-0 3 Z,-50,569.— 


Deoarece necunoscuta Z a rezultat pozitivă, înseamnă cá translatia 
nodurilor are loc de la stânga spre dreapta. 


2. Calculul si verificarea diagramei de moment MAL (fig. 8.9.c4). 
Se va utiliza principiul superpozitiei şi principiul proportionalitátii: 
M FINAL 


= Mp +m: 21 


Calculele se vor efectua pe schema structurii: 
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С+7,51 


+10,52 +8,45 = 632 
-5,15 -1,98 +1,19 
re о 
as d 
чүн co 
ч\с; чї 
oo co 
Sy mum o Fig. 8.9.c6 


Verificarea diagramei М “^^ se face exprimând echilibrul тігісі 
structurii: У X; =0 (fig.8.9.c7). Pentru aceasta se vor calcula forţele tăietoare de 
rigla 
pe stâlpii structurii produse de momentele MEINAL şi de forțele exterioare direct 
aplicate pe stâlpi (fig.8.9.c;). 


D (9 (3) 
D pau A 
Tis =7,622KN Тод =7,62KN 
5,37 AN 13,98 e^ 
sg Т5 =7,622 Т, =13:98+16.50_7 62KNm 
KN/ml 16,50 
28,14 © Ту 224,378 2) Ty = 04 Fig. 8.9.c; 
(Ум) =0 = тТ.-4-28,14-8-42-5,37=0=—Т»=24,378 КМ 
(м), =0 = -Тв4-5,37-8.42-28,14-0->715-7,622 КМ 
0,002] 
УХ, =7,622-7,62=0002 = £= -100% = 0,038% 
rigla 7,622ą 


€ <1% 


Se constată că momentele încovoietoare finale sunt corecte (ғ <1%), 
astfel că se poate trasa diagrama M'AL şi calcula momentul maxim pe stâlpul 1-5 


(fig.8.9.cs). 
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28,14 16,50 [KNm] үр, 8.9.cg 


p = 8 KN/ml i ? 
y=3,047m 
28,14 ue) » С 
Т;, =24,378 24,378 : 
(5) Fig. 8.9.6 
Ту=0 23,378-8-у-0 у= 3,047 т 
M „ax = 24,378-3,047 – 28,14- 8- 3,047.0 =9 KN.m 


Calculul şi trasarea diagramei T (fig.8.9.c10) 


Se vor utiliza ecuaţiile de echilibru static pentru fiecare bară izolată din 
structură. Stâlpul 1-5 a fost deja rezolvat cu ocazia calculului momentului maxim. 


5,37KNm 6,47KNm 7,3] KNm 
© C— ————26 © C— ———306 
ВА 12 m = - 6m ка 
T1220,987 Т›1=0,987 Т23=1,25 
T32=1,252 
To=Tu = 510 41-0,987KN Т, =T> -131.1252KN 
7,62 
13,88 2 : : : 
(T Т24=7,62 0,987 1,252 
4m 
md Тдо=7,62 (т) Ба 
EO Ф 
[KN] 
24,378 7,62 Fig. 8.9.с10 
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Calculul şi trasarea diagramei N (Fig. 8.9.c,,) 


Se vor utiliza ecuaţiile de echilibru static exprimate pentru fiecare nod al 
structurii, considerat punct liber în plan. 


NOD 1 Т2 =0,987KN NOD 2 
| N21 =7,62 | N23 =0 
N12 =7,62KN E 
Тә 20,987 | | СЯ 
Tis =7,62KN T4 2762 
| №5 =0,987KN N24 =0,265KN 


7,62KN 


Poziţia deformată a structurii (fig.8.9.c1») 


Se utilizează valoarea translatiei de nod, Za, cunoscută din rezolvarea 
problemei şi diagrama МЕ care indică poziția fibrelor întinse. Se tine cont de 
faptul că nodurile 1 şi 2 se şi rotesc, chiar dacă aceste rotiri 0; şi Ө nu au fost 
calculate. 


fate deformata 


Fig. 8.9.cp 
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APLICAȚIA 10 


Se propune calculul şi trasarea diagramei M şi a poziției deformate 
pentru cadrul cu noduri deplasabile din fig. 8.10. 


- 12 т 2 m , 2 m, Fig. 8.10 


Studiul structurii date se va face cu ajutorul sistemului articulat asociat 
(obţinut prin transformarea nodurilor rigide şi a încastrărilor din reazeme în 
articulaţii) (fig. 8.10.1.) 


MECANISM 


1 GLC Fig. 8.10.1 


Мыс=[+г—3 =3:2+5-3:4 -H 


Nac=l = Narg-l 


Sistemul articulat fiind mecanism cu un grad de libertate cinematicá 
rezultá cá structura datá este un cadru cu noduri deplasabile care are un grad de 
libertate elasticá (existá o singurá posibilitate de deformare a structurii cu nodurile 
translatate). 

Se va rezolva structura cu ajutorul procedeul de operare in douá etape. 
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Procedeul de operare în două etape. Etapa I 


Sistemul de bază folosit in etapa I este cadrul cu noduri fixe obținut prin 


egs wes 


în secțiunea 3) (fig. 8.10.2). 


p = 30KN/ml ia | A 


ee e E EEE 


e 
1 
© 


— 


Pe sistemul de bazá actioneazá simultan: 


- Forţele exterioare => Mr 
- Necunoscuta translație de nod 21=1=> m, 


Rezolvarea sistemului de bază 
Acţiunea forțelor exterioare pe S.B. Calculul diagramei My 


Pentru calculul diagramelor de moment My şi m, sunt necesare 
rigiditátile la rotire de nod K si la rotire de bară K. De asemenea trebuie să se 
calculeze momentele de încastrare perfectă Mp, produse de forțele exterioare ре 
sitemul de bază (C.N.F.). Momentele de încastrare perfectă Mẹ se vor trasa ре 
sistemul de bază al cadrului cu noduri fixe, S.B", sistem în care nodurile rigide sunt 
blocate şi la rotire (fig. 8.10.3). 


Calculul rigiditátilor la rotire de nod K (fig. 8.10.3) 


К,- 4- 2E1 658 ET; K, = CEP p K = SEE GTE 
12,165 4 6 
K= ЗЫ 0 986EI 
6,083 
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Calculul rigiditátilor la rotire de nod K (fig. 8.10.3). 


Ko ЧЕ; --0,986El К sa SH OH Kos SAU NN 
12,165 4 6 
Rune —0,986EI 
6,083 


Calculul momentelor de incastrare perfectă Mp (Fig. 8.10.3) 


p^ | 3042 
Jl —- == == --260 KN-m 
бо-- 01 D T 
Mim T — --112,5 КМ.т 


Fig. 8.10.3 


iteratie 
9 t » CROSS (М) 


Momentele de încastrare perfecte „йк se iterează folosind procedeul distribuţiei 
şi transmiterii momentelor (CROSS) obținând diagrama My. 


Calculul coeficienţilor de distribuţie d; 


NODUL 1 
Kı = Ki+Ku= (0,6581)EI-1,658 EI 
Кн o о Жо PRI pu EP, Sens У.а, -1000 
K, 1,658-ЕІ К, 1,658-ЕЇ i 
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NODUL 2 
Ko = Koi Ko3  Ko5 = (0,658+0,667+0,986)Е/-2,311 EI 


duo Ка 20658 El узв dy Ka 0986-Е ду 
[ORE K, 2311 EI 


K, 0,667EI 
а-а = 2 = 0,288 а, =1000 
uu NECS 24 


Aplicarea procedeului iterativ CROSS. Schema de iteratie (fig. 8.10.4) 


5 NOD Mj=->/jk 
A e 
S MURE = 1 |+360 
Xe. Cr 2 |-(71,46+360-112,5)=-318,96 
QUO a A А : 
+F T + 1 +45,45 
ca 2 -9,02 
= 1 +1,29 
3 2 2 |-0,25 
ci = 2, E о 1 +0,03 
=o Om H 
+F + + | 


@ @ Fig. 8.10.4 


Acţiunea necunoscutei Z;-1 pe sistemul de bază. Calculul diagramei 
mu (fig. 8.10.5) 


Pentru calculul momentelor de incastrare perfectă Ж, produse de 
acţiunea necunoscutei Z4,-1 pe sistemul de bază trebuie cunoscute valorile rotirilor 
de bară wy produse de translatia de nod. Se va utiliza în acest scop sistemul 
articulat, mecanism cu un grad de libertate cinematică. (Fig. 8.10.5) 
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ат 


iteratie 
(4) СЕО55” (ny Fig. 8.10.5 


Calculul rotirilor de bară v (fig. 8.10.5) 


1 


1 
Vut Paata › (бузу)  Vu-Ws-0 


Calculul momentelor de încastrare perfectă ./ (fig. 8.10.5) 


Ma Ma Кау = БЕЛЕ ] --0375EI KN-m 


Mos бо Kos, = (— 26 Э --0167ЕІ КМ-т 


Schema de iteratie pentru calculul momentelor m, (fig. 8.10.6) 


= a £ M K 
TC 

түт 1 30,375 
2 |-(0,074-0,167)=+0,093 
1 -0,013 
2 40,003 

= = 

ec 

m + 


© (5) Fig. 8.10.6 
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Se vor reprezenta diagramele de momente Mp si m, obținute în etapa 
întâia în fig. 9.10.7. 


0,266 0,154KNm Fig. 8.10.7 


Procedeul de operare in douá etape. Etapa a-II-a 
1. Calculul necunoscutei Z;, translatie de nod 


Se va rezolva ecuatia de conditie, ecuatie de echilibru static, care impune 
sistemului de bază condiţia ca reacţiunea totală Ri din blocajul gradului de 
libertate elastică să fie nulă (fig. 8.10.2). 


Ri = ru Zi+Rir= 0 
Calculul reacţiunii ru, forţă orizontală (fig. 8.10.8). 


Reactiunea гу reprezintă forța orizontală din blocajul gradului de 
libertate elastică produsă de acțiunea necunoscutei Z,-1 pe sitemul de bază 
(C.N.F.). Această reacțiune se poate calcula exprimând echilibrul riglei cadrului 
sub acțiunea forțelor tăietoare de pe stâlpi produse de momentele ту. 


> X, 20— n-0,058-EI-0,0488-EI 2 0 => ru=0,1546E7 KN 


rigla 


Se observă că reacţiunea гу a rezultat în sensul axei 0х deci ea va fi 
introdusă în ecuaţia de condiţie cu semnul plus. 
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(OPE чача 
582 Г..=+0,154ЕІ 

(D Tzs 20,0488KN 

Тіл 20,1058KN 

0,139EI 
0,157EI (Y= 
(N — T sai 0,139+0,154 EI_0 0488KN 
25 I 
| T, 40.157+0.266E1_0.1058KN 6 ү 

L e CONVENTIE 

-——— 0,154ЕІ < DE SEMNE 

0,2661 141 = 14 © Бо- 05 


© Fig. 8.10.8 (ШЕТ; 


X 


Calculul reactiunii Rar, forță orizontală (fig. 8.10.9). 


Reactiunea forță orizontală Кір reprezintă forţa produsă în blocajul 
gradului de libertate elastică de acţiunea forţelor exterioare pe sistemul de bază 
(C.N.F.). Pentru calculul ei se va izola rigla cadrului şi se va scrie ecuaţia de 


echilibru > x, =0, în care vor intra forțele tăietoare de pe stâlpii structurii produse 
rigla 


de momentele Ме şi forţa orizontală P = 50 KN direct aplicată pe bară. 


XX, =0> 50 + 91,99 - 23,63 - Rır=0 = Rır = 118,36 KN 


rigla 


@) EE Ru--118,36EI 
P=50KN 2 | 
Тіл =91,99KN 
94,63 
245,29 (--- қ 
Ф-- т. =24.53+47,27_3 63KN CONVENTIE 
| T 24529412261. o1 оок 25 6 Sah puli 
=== s. 47,27 X2 -——— 
12267 Ta = Tia T» = Ds 0 029 x 


@ © Fig. 8.10.9 


Se observă că reacţiunea Күк a rezultat în sens opus axei 0х, deci va fi 
introdusă în ecuația de condiție cu semnul minus. Rezolvând ecuația de condiție se 
obține valoarea necunoscutei Z4, translație de nod: 
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1 
R = ru Zi+Rir= 0 => 0,1546 ЕЈ: Z-118,36=0 = Z, = D dm 
Necunoscuta Zi a rezultat pozitivă ceea ce înseamnă cá translatia 
nodurilor are loc de la stânga spre dreapta (fig. 8.10.2). 


Calculul şi verificarea diagramei de moment finală (fig. 8.10.10). 


Aplicând simultan principiul superpozitiei şi principiul proportionalitátii 
se obţine: 
М M, Em Z, 


Fig. 8.10.10 


Verificarea diagramei МЕ“ se face utilizând echilibrul riglei (eliberată 


din structură prin sectionarea stâlpilor) încărcată cu forțele tăietoare de pe stâlpi 
produse de momentele finale şi cu forţa orizontală P = 50 KN, care acționează 
direct pe bară (fig. 8.10.11). 


То5 261,02KN 


P=50KN £ , 
Ti4 =11,03 

200,95 

125,09 о- 

| ту, 212509.8098 1 03KN 25 6 
165,17 VD -—— 
80,98 Tu = 14 © Тә=15 | 
@ Ейр. 8.10.11 
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bj = 50+11,03— 61,02 = 61,03 — 61,02 = 0,01 


rigla 


£- -100% = 0,016% 


61,03 


€ «146 


FINAL 
MEIN 


3. Trasarea diagramei $i calculul momentelor maxime 


(fig. 8.10.12) 


Erorile de calcul £ fiind mult mai mici decât limita admisă se poate trasa 
diagrama МЕА Calculul momentului maxim pe bara 1-2 , respectiv al várfului 
pe bara 2-3 se va face utilizánd ecuatiile de echilibru corespunzátoare acestor bare 
izolate din structurá (Fig. 8.10.13) 


Fig. 8.10.12 


Bara 1-2 
р=30 $X 


422,22 


КЕРЕКБИ И 
= (УМ), 20— V, 12-125,09 —30-12.6-- 42222 20 
vu 


(1) 
UN 76 KN > V, 215524KN 
Ties 24 KN Vu ut | Vo i 
155.24 сово, (УМ) =-V, :12+422,22+30:12:6—125,09 =0 
— V, = 204,76КМ 
204,76 cosa 
Хош 5,175 т Fig. 8.10.13 


=0 ү :соѕа – 30: x, cosa = 0 
y 
V, _ 155,24 
за” 
30 30 


T, 


=5,175 


= = 2776,57] KNm 
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Bara 2-3 


100KN (УМ), 202 V,6-22127 -100-3-0 


221,27 (3) V, =86,88KN 
(2) (УМ), 202 -V,-64100-3-22127 -0. 
Уз=13,12 KN V, 1312KN 
M, —86,88.3-221,27 = 39,37 KNm 
22 KN Fig. 8.10.13 


Trasarea poziţiei deformate a structurii (Fig.8.10.14) 


Se va utiliza translatia de nod Z4 cunoscută (Z;=765,588 XD şi diagrama 


de moment МЕ“! care indică poziţia fibrelor întinse. Se tine, de asemenea, cont 
de faptul că nodurile 1 şi 2 se şi rotesc (0; , 02), chiar dacă aceste rotiri nu au fost 
calculate. 


Ө: 7, 


pozitia deformata 


Fig. 8.10.14 


APLICA TIA 11 


Se propune determinarea diagramelor M, T şi N, precum şi trasarea 
poziţiei deformate pentru structura din fig. 8.11. 


P.=80 KN 
— pp 
3m 
ШЕ т 
3m 
' lm — | 12m 12m 
Fig. 8.11 л 7 7 7 
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Se va stabili numărul gradelor de libertate elastică utilizând sistemul 
articulat asociat structurii (Fig.8.11.1) 


SISTEMUL ARTICULAT 


MECANISM 
1 GLC 


Fig. 8.11.1 


Nae =1+7- 3с =|5:2+7-3:6|=|-1 
М Мо 


Sistemul articulat fiind un mecanism саге аге un grad de libertate 
cinematică, rezultă că structura dată este un cadru cu noduri deplasabile având un 
grad de libertate elastică. 

Rezolvarea structurii se va face utilizând procedeul de operare în două 
etape. 


Procedeul de operare în două etape. Etapa I 


Sistemul de bază folosit în etapa I este cadrul cu noduri fixe, obținut prin 


egs wos 


S.B. 
Pi=80 KN (7) D e 34 R. 


Fig. 8.11.2 © @ 


Pe sistemul de bază acționează simultan forța exterioară P care dă 
naştere diagramei de momente My şi necunoscuta translație de nod Zi=1 care 
produce diagrama mu. Scopul etapei I constă în determinarea acestor două 
diagrame. Pentru aceasta sunt necesare rigiditátile la rotire de nod “k” şi rigiditátile 
la rotire de bară “k ”, calculate în cele ce urmează (Fig.8.11.3). 
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(D 2) à 


Fig. 8.11.3 K) (4) 


Calculul rigiditátilor de nod “k”: 


3-3ЕІ | 4-3EI 2. 4- EI 
Ко Къ Ka 12 ЕІ; Юе 
ktm = eve А201 O ОЕ 
* Calculul rigiditátilor la rotire de bară “k”: 
— 3:3EI — --  63EI ‚ — 6 El 
= DER guck. ar > BB ps 1-08] 
за = 1581; 1 2,29 = -1333El 


9 


Acţiunea forţelor exterioare pe sistemul de bază. Calculul 
momentelor Мұ. 


Pentru obţinerea momentelor Mp trebuie mai întâi să se calculeze 
momentele de încărcare perfectă .Ж produse de forțele exterioare pe sistemul de 
bază (C.N.F.). Sistemul de bază al cadrului cu noduri fixe se obţine blocând 
nodurile la rotire (S.B*.) (Fig.8.11.4) 
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Рі-80 KN (7) (2 


Fig. 8.11.4 (5) 


Se observă că singura forță exterioară, P=80KN, acţionează în secțiunea 
7, barele structurii nefiind încărcate direct. Rezultă că momentele de încastrare 
perfectă sunt пше şi ca atare şi momentele Ме vor fi nule. 


Acţiunea necunoscutei Z,-1 pe sistemul de bază. Calculul 
momentelor m, 


Pentru determinarea momentelor de încastrare perfectă „A produse de 
translatia de поа 7-1 sunt necesare rotirile de bară w produse de respectiva 
translație. Rotirile de bară y se vor obține studiind sistemul articulat, mecanism cu 
un grad de libertate cinematică. (Fig.8.11.5). 


Fig. 8.11.5 


Ipotezá acceptată: tgy = W  w172 рт у/›з= 0 


Calculul momentelor de încastrare perfectă 4. (Fig.8.11.6) 


Fig. 8.11.6 © (4) 
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iteratie 
CROSS 
э 1 
Mis= MS К, Y „= C2EDG- 3) = —0,67EI 


5m, 


-- 1 
Mos= o= К „/ „= CLSEDG I) = -025EI 


Tm 1 
MM KE, CI333ED( O) = -0148EI 


Schema de iteratie pentru calculul momentelor m; (Fig.8.11.7) 


Calculul coeficienţilor de distribuţie d; 


Nodul 1 
kı Ж К+ К+, = 3083EI 
PE К, 0,75EI _ 
"ор 308F — 
PB ci ке o a 77 d, - Ras к ж 
12 k. 3.083EI 16 k. 3,083EI 
>d. = 0,243 + 0,324 + 0,433 = 1,000 
1 
Nodul 2 
к= kat kst kn BEI 
ТИК | 
dads 
К, 
42! 
2 
Nodul 3 


k= ka + k, =1889EI 
EI 
d. = 1,889EI | 


2715 ES 1,000 
3 


0,529; di x 0,471; 


3 
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Т ӨТІ 1007 


+0001— +0,003 40,003 = +0,001 
-0,006 ———— -0,003 -0,005 = -0,009 
-0,004 +0,017 +0,034 +0,034 +0,017 
(7) +0,162 +0,108 +0,039 +0,078 
LN ~ [© г 
ЖТ тт. Ф | 20 о 
© |е сї | i 
3195 JER КАНЕ 
Gea S =° 
ШК +|+© с=тт= 
© T9 
5 5% (6) 
© Eq 383 
s 25 9 45 
+ TG So 


NOD Mj--X4t jk 
J 


30,667 

10,148 
-(0,108+0,039-0,25)=+0,103 
-0,017 

-0,017 

+0,008 

-0,001 

-0,001 


ÜQ) ка RPR оо — 


0.232 
Fig. 8.11.8 (mu x ED 


Procedeul de operare în două etape. Etapa a-II-a 


1. Se va calcula în primul rând valoarea necunoscutei Z+ translație de 
nod. Pentru aceasta trebuie să se rezolve ecuaţia de condiţie, ecuație ce exprimă 
faptul că reacţiunea totală R, din blocajul gradului de libertate este zero, nodurile 
structurii reale având posibilitatea de a se translata liber (Fig.8.11.2). 
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В, =0> ru: 7, + Ru =0 (ecuaţia de condiţie, ecuaţie de echilibru static) 
Calculul reacţiunii гү, forţă orizontală (Fig. 8.11.9) 


Se va exprima echilibrul riglei structurii pe care acționează forțele 
tăietoare produse de momentele m, pe stâlpi. 


(1) (2) (3) г11=+0,40ЕІ 
(7) a~ га аа 
сн Т1в= 0,3033EI Т25- 0,0742EI 0,086EI —=#———— T34-0,0225EI 
213EI BEE: — с 
0 osse T gat _ 0, 85055) bd Es qos. 0213-0,232ЖІ т p = (0:086+0.117)ВІ 
6 S 3195097 
m -0,0742ЕІ -0,0225ЕІ 
0,5258 LY y CONVENTIE DE 
(6) Tei- Ті SEMNE 
0,232EI —— 
(8) Ts-2 Tos 0,1 17EI o Dog x 
u с: 
Fig. 8.11.9 Та-Тм 


a 


Y X =0= n, -0,3033EI - 0,0742EI — 0,0225EI = 0 > у, = OAOEI 


rigla 
Se observă cá reacţiunea ru a rezultat în sensul axei Ox, deci va fi 
introdusă în ecuaţia de condiţie cu semnul plus. 


Calculul reacţiunii Rar , forță orizontală (Fig. 8.11.10) 


Se va utiliza tot ecuaţia de echilibru a riglei structurii pe care acţionează 
forța exterioară Р=80КМ şi forţele tăietoare de pe stâlpi produse de momentele Mr. 
Având în vedere faptul că Me = 0, rezultă cá şi forțele tăietoare pe stâlpi vor fi 
zero. 


P1=80 KND) (D D (3) , Rr=-0,80 KN 
— > 


Fig. 8.11.10 o 
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Se observă că reacţiunea Кір a rezultat în sensul contrar axei Ox, deci ea 
va avea semnul minus. 
Rezolvând ecuatia de condiţie se obţine valoarea necunoscutei Za. 


R 2nZ +R, 202 040-EI-Z, -80-0— Z, -200.— [m] 


Deoarece necunoscuta Z a rezultat pozitivă, înseamnă că translatia 
nodurilor structurii are loc de la stânga spre dreapta. 


2. Calculul şi verificarea diagramei de moment MEINAL (Fig.8.11.11) 


Uulizând simultan principiul superpozitiei şi principiul portionalitátii se 
obține: 


ML =M,+m-Z=mZ, 
Мь=0 


431,66 +454 +28,4 +142 +17,2 


Fig. 8.11.11 


Verificarea diagramei MEAL 


Se va utiliza ecuaţia de echilibru а тігісі: У X, =0, (Fig.8.11.12) 


rigla 


% X, -80-60,667-14,833-4,5-0 


rigla 


с =0% 


Eroarea de calcul e fiind mult mai mică decât limita acceptata, rezultă că 


А FINAL A 
diagrama МР“! este corectă. 
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P1-80 KN (7) @ @ 3 
— 
D Ti e= 60,667 Т25= 14,833 Тза-4,511 
тт Ee ә. 426446,4 172 т T 1124244 
Tis i ESI TER 5 
—60,667 а кы 
105 UL) «D 
(6) Tei- Ті 
а) а. 
52= 125 

| 5) 23, 2--те 

Fig. 8.11.12 Tas=T34 


Se reprezintă diagrama de moment М“! în fig.8.11.13. 


Fig. 8.11.13 23,4KNm 


Calculul şi trasarea diagramei T (Fig. 8.11.14) 


Se vor utiliza ecuaţiile de echilibru static pentru fiecare bară a structurii. 
BARA 7-1 BARA 1-2 
@ a 31,6 454, T @ 284 
| T x 


12m 
p 319. —2 633 KN (T= =T71=2,633 pe BST. 6.5 KN T21=6,15 KN 


14,2 (2) SOMME: 17,2 


—— MÀ тынши 25617 кч T32=2.617 KN 
ig. 8.11. 
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BARA 1-6 BARA 2-5 BARA 3-4 
Ф (2) (3) 
77 т — pæ 426P — y 172 Pr 
T16—60,667 KN Т25=14,833 KN T34 4,511 KN 
3m 
6m 
105 i — = 9m 


(6) T61= 60,667 КМ 


23, 
у=, T43=4,511 KN 


60,667 KN 


. 
Fig. 8.11.14 (Т) 14,833 KN 


4,5 КМ 


Calculul şi trasarea diagramei N (Fig.8.11.15) 


Se vor utiliza ecuaţiile de echilibru static pentru fiecare nod al structurii, 
considerat punct liber în plan. 


NODUL 1 NODUL 2 NODUL 3 
Т17= 2,633 а) Ті2- 6,15 Т21= 6,15 (2) Тәз-- 2,617 Ру Ө, 
—— M» ea. —— M | —"" — ------Же- 
| Хі2- 19,333-М21 N232 4,5 | 
№71= 80 
E Ті6- 60,667 а Tss= 14,833 Тз2= 2,6171. І%-451 
Ni62 3,517 КМ | N2s= 3,533 KN | N34= 2,617 KN 


Fig. 8.11.15 2.617 KN 
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Având trasate diagramele T şi N se pot identifica cu uşurinţă reactiunile 
structurii (Fig.8.11.16). 


Pi-80 KN(7) (D D (3) 
Нв= 60,667=Т61 

М5=46,4 

Hsz 14,833=Т52 


— 
| M6=105 
V72 2,633 KN © 
© š 
| S) M4=23,4 


V6=N61=3,517 KN | (4) des 


Vs=Ns2=3,533 KN 


Fig. S.11.16 V43=N43=2,617 


Trasarea poziţiei deformate a structurii ( Fig.8.11.17) 


Se va folosi necunoscuta translatiei de nod 21-200. şi diagrama M'AL 


care indică poziția fibrelor întinse. De asmenea se va ține cont şi de faptul că 
nodurile rigide se rotesc (01, Ө», Өз). 


1 
Zi=2 IL 
1200 x Fi 


DEFORMATA 


Fig. 8.11.17 


APLICA TIA 12 


Se propune determinarea de eforturi diagramelor M, T si N pentru structura 
din fig.8.12. 


Р:=100 KN 


Fig.8.12 | 18m | 18m I 
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Se observă că structura din Fig. 8.12 are toate nodurile articulatii 
perfecte. Apelând la sistemul articulate asociat se constată că structura este un 
cadru cu noduri deplasabile cu un grad de libertate elastică (Fig.8.12.1) 


SISTEMUL ARTICULAT ASOCIAT 


MECANISM 
IGLC 


Fig. 8.12.1 


Nac =|[+т—3с|=|4-2+6—5-3|=|—1 
Мак = Мас =1 
Pentru rezolvare se va utiliza procedeul de operare în două etape. 


Etapa I 


Sistemul de bază folosit in etapa I-a este cadrul cu noduri fixe obţinut 


6) & 4 Fig. 8.12.2 


Pe sistemul de bază acţionează simultan forțele exterioare care dau 
naştere la diagrama de momente Mk şi necunoscuta translație de nod 7-1, care 
produce momentele mu. Pentru calculul acestor momente sunt necesare de 
rigiditátile la rotire de bara k. Structura, având articulaţii perfecte în noduri, va 
avea diagramele de moment Mk şi m, în echilibru ( nu mai sunt necesare iterații). 
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Acţiunea forțelor exterioare pe sistemul de bază. Calculul momentelor 
Мк (Fig.8.12.3) 


P:=80 KN 
— 


Fig. 8.12.3 „Ик = 0 = Мва0 


Se observă că momentele de încastrare perfectă sunt zero pe toate barele 
sistemului de bază, rezultând cá şi momentele Mk sunt nule (vezi situaţia 
particulară de încărcare). 


Acţiunea necunoscutei Z,-1 pe sistemul de bază. Calculul 
momentelor т; (Fig.8.12.4) 


Calculul rigiditátilor la rotire de bară k (Fig.8.12.4) 


— 3. EI 1 — 
k=- 6 Ep T 
= 3.2EI 

as xa 


Calculul rotirilor de bară v (Fig.8.12.4) 


gt at 


(6) 
(9 E V uz V3-0 (6) (8) (4) 


ott ott өтт 


Fig. 8.12.4 
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Calculul momentelor de incastrare perfectă A (Fig.8.12.4) 


) | - 1 1 1 
Mem (¿a= — kr = (ЕРК) = -— EILKNm] 
2 6 12 
— l l 
“бас os Vs = (CEDG =) == EKN] 


Deoarece toate nodurile structurii sunt articulaţii perfecte diagrama A 
este în echilibru. Rezultă că operaţia de iteratie nu mai trebuie facută deci: 


m= A 
Procedeul de operare în două etape. Etapa a-II-a 
1. Calculul necunoscutei 71, translație de nod 
Se va rezolva ecuaţia de condiţie: 
R =f Z + Rp =0 
Calculul reacţiunii ru, forţă orizontală (Fig.8.12.5) 


Se va utiliza ecuaţia de echilibru static exprimată pentru rigla cadrului pe 
care acționează forţele tăietoare corespunzatoare stâlpilor, produse de momentele 


1 2) 3) Гп- is EI 
I= 1 1- 1 ї $ 
Тів- + EI T25- s EI — = T34- 7; EI 
i — — 
Т16= = EI Tos- + EI Тза= Е[ | CONVENTIE 
36 72 DE SEMNE 
Твз= 5 EI To-4 EI Ta-;5EI | 026 
p ———- ЕЦ а DEL 0 : 
(6) (5) (4) Fig. 8.12.5 
1 1 2 1 
2.Х,-0->ң,-2---ЕІ---ЕІ-0->ң = Е = —EI[KN] 
rigla 72 36 36 18 


Se observă cá reacţiunea ra a rezultat în sensul axei Ox, deci ea are 
semnul plus conform conventiei de semne. 
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Calculul reacţiunii Rar, forță orizontală (Fig.8.12.6) 
Se utilizează ecuația de echilibru static a riglei cadrului pe care 


acționează forta exterioară P=80 KN. Deoarece momentele My sunt nule nu există 
avea forte tăietoare pe stâlpi. 


Pi=80 KN 1 2 3 Кіғ--80 KN 


© © (4) Fig. 8.12.6 


> X, 202 80- R, 20— №, =80[KN] 


rigla 
Se observă cá reactiunea Кір a rezultat în sensul opus axei Ох, deci ea 
va avea semnul minus. 
Rezolvând ecuaţia de condiţie se obţine valoarea necunoscutei Za: 


lgr.z, -80=0 > Z = 1440: І [m] 
18 EI 


2. Calculul şi verificarea diagramei de moment MAL 


(Fig.8.12.7 ) 


Utilizând simultan principiul superpozitiei si a proportionalitátii se 


obtine: 
М -2M.Em-Z -m.-Z, 
M FINAL EM 0 
120 KNm 
240 KNm 
Fig. 8.12.7 
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Pentru verificarea diagramei MAL 


riglei cadrului. (Fig.8.12.8). 


se va folosi ecuaţia de echilibru a 


Pi=80 KN (1) (2) (3) 
CU EE eco ducc 


T16=20 KN Т25=40 KN — — — T 34220KN 
Bee — p ава 
Тіс- D. KN=20 KN Т25= 20 KN =40 KN Ta- 10. KN=20 KN 
5 Ta-20Kv 240 O Ts=40 КМ 120 О) осо KN 
(5) (4) Fig. 8.12.8 


Y xX, =80-20-40-20=0> £=0 % 


rigla 
Calculul şi trasarea diagramei T (Fig.8.12.9) 
Fortele tăietoare pe stâlpii structurii sunt cunoscute de la verificarea 


diagramei M'AL (Fig.8.12.8). Pe barele orizontale momentul încovoietor fiind 
nul, rezultă că şi forțele tăietoare sunt nule. 


50 40 Fig. 8.12.9 >o 


Calculul si trasarea diagramei N (Fig.8.12.10) 


Se vor utiliza ecuațiile de echilibru exprimate pentru fiecare nod al 
structurii. 


60 20 
Fig. 8.12.10 [KN] 
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NODUL 1 NODUL 2 


P= 80 Мі2-60 KN 60 №з=20 KN 


M ғ. ж 


—- — — T16- 20 KN ace 
Тә5= 40 


Na6= 0 NODUL 3 N2s=0 
20 
—— — — Hn 
| T34=20 KN 
732 
Fig. 8.12.1 
ig. 8 0 №= 0 


Capitolul 9 


Se propune rezolvarea cadrului de mai jos utilizând metoda deplasărilor. 


- 2,3 — cadre cu noduri fixe cu 2 şi 3 noduri 
- 3-4 cadre cu noduri deplasabile cu 1 GLE 


nu specificăm natura cadrului 
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